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Напутнє слово 
всесвітньо відомих українських учених-астрофізиків

Клима Чурюмова і Світлани Герасименко*)

Дорогі семикласники! 
Усі ми — зоряні діти. Унаслідок трансформації зір першого покоління, їхня речовина 

збиралася у величезні хмари, а з них народжувалися зорі другого покоління та оточуючі 
їх планети. Однією із зір другого покоління стало наше Сонце, а його планетою — Земля. 
Чи не тому таким пристрасним є прагнення людини до зір, частки яких є всередині кож-
ного з нас? Однак для того, аби мати змогу осягати велич і гармонію Космосу, а в ньому 
унікальність нашої земної цивілізації, потрібно наполегливо вивчати точні науки — астро-
номію, фізику, математику.

За цим підручником ви приступаєте до вивчення геометрії — науки, котра, незважа-
ючи на своє земне походження (а її назва в дослівному перекладі з грецької мови оз-
начає «вимірювання землі»), завжди була й космічною. Вже найдавніші учені-геометри 
спочатку шукали порядок і гармонію у Космосі і тільки після цього переносили її у свої 
земні теорії, а будівничі й митці втілювали у творіннях архітектури, техніки, живописного 
та декоративного мистецтва. Не меншою мірою ця космічна риса геометрії була харак-
терною й для пізніших епох, а в нових формах — і для сьогодення. Глибоко символічно, 
що вимірювання довжин у метрах прийшло у геометрію з геодезії, а вимірювання кутів 
у градусах  — з астрономії, а разом вони поєдналися в аксіоматичній основі сучасної 
геометрії. У цьому підручнику ви постійно матимете нагоду помічати ці космічні риси 
геометрії, чим він вигідно вирізняється з-поміж інших. І ми, як професійні учені, котрим 
доля дарувала щастя зробити свій внесок у розкриття Космічної гармонії, закликаємо 
вас з цікавістю й наполегливістю вивчати геометрію, що стала однією з найважливіших 
ланок у ланцюгу культурних надбань цивілізації і є потужним фундаментом для її май-
бутніх досягнень та злетів. 

Вивчайте науки — і ваші зорі усміхнуться вам!
*) Відкривачі комети Чурюмова–Герасименко, яку в 2004 р. Європейське космічне агентство обрало 

для втілення унікального міжнародного проекту «Розетта» із запуску космічного зонда та посадки 
спускового модуля на ядро комети. Про них і про проект «Розетта» дивіться на наступній сторінці. — 
Прим. видавництва.
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Клим Чурюмов і Світлана Герасименко: миті космічної одіссеї*)

        
Коли ми були молодими 

              
Ліворуч. Напередодні запуску «Розетти». Космодром Куру, Французька Гвіана. 

У центрі: старт ракети-носія «Аріан-5» (2 березня 2004 р.). 
Праворуч. Знімок перемички ядра комети з космічного апарата «Розетти» (21 серпня 2014 р.)

       
Ліворуч і в центрі. Мить посадки модуля «Філи» на ядро комети Чурюмова–Герасименко  

(12 листопада, 2014 р.)  
Праворуч. «Розетта» на орбіті комети Чурюмова–Герасименко,  

а її посадковий модуль «Філи» досліджує поверхню ядра (ілюстрація: E. Viktor).
*) Клим Іванович Чурюмов народився у 1937 р. в Миколаєві. Був четвертим з восьми дітей у сім'ї. Батько загинув під 

час Другої світової війни, у 1942 р. У 1949 р. сім'я переїхала до Києва. Після закінчення семирічки Клим вступив до 
Київського залізничного технікуму і в 1955 р. закінчив його з відзнакою. Це давало змогу одразу вступати до вищого 
навчального закладу. Клим обрав фізичний факультет Київського національного університету ім. Тараса Шевченка 
і закінчив його за спеціальністю «фізика-астрономія». Після закінчення аспірантури приступив до наукової робота під 
керівництвом видатного ученого-астронома професора С.К. Всехсвятського. 

  У 1969 р. Київський університет організував чергову експедицію до Астрофізичного інституту Алмати (Казахстан). 
Відрядили співробітника кафедри астрономії Клима Чурюмова, аспірантку Світлану Герасименко та фотолаборантку  
Людмилу Чиркову. Після повернення з експедиції до Києва, 22 жовтня 1969 р., К. Чурюмов і С, Герасименко, вивчаючи 
знімки короткоперіодичної комети Комас Сола, зроблені 9 та 11 вересня (спостереження С. Герасименко та Л. Чирко-
вої), а також 21 вересня 1969 р. (спостереження К. Чурюмова), разом відкрили нову комету, якій було присвоєно ім’я 
комети Чурюмова-Герасименко. 

  Зараз К.І. Чурюмов — професор Київського університету імені Тараса Шевченка і за сумісництвом директор нау-
ково-просвітницького центру «Київський планетарій». Він є членом-кореспондентом Національної академії наук Укра-
їни і дійсним членом Нью-Йоркської академії наук, президентом Українського товариства любителів астрономії. Ім’ям 
К.І. Чурюмова названа мала планета № 2627, відкрита у 1984 р.

  Світлана Іванівна Герасименко народилася у 1945 р. в районному містечку Баришівці на Київщині. Її батьками 
були вчителі математики, які й прищепили доньці любов до точних наук. Після закінчення школи із золотою медаллю 
Світлана вступила на відділення астрономії фізичного факультету Київського університету. У 1969 р. вона, вже аспі-
ранткою, разом зі співробітником кафедри астрономії Климом Чурюмовим, стала учасницею експедиції до Алмати і 
там 9 та 11 вересня відзняла 3 фотонегативи з новою кометою. У 1973 р. С.І. Герасименко на запрошення Інституту 
астрофізики Таджикистану переїхала до Душанбе і відтоді працює співробітницею цього Інституту, проводячи спосте-
реження і вивчення комет.

Напутнє слово
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Øàíîâí³ äðóç³! Ви розгорнули підручник з геометрії, науки, яка споконвіку 
враæала людськиé розум своєю досконалістю. З давніõ-давен геометрія 
вваæалася неперевершеною школою мудрості, а її вивчення розвивало é шлі-
ôувало мислення. Ïереказують, ùо над вõодом до Àкадемії, яку заснував 
видатниé давньогрецькиé ôілосоô Ïлатон, був напис: «Не заõодь, не обізнаниé 
з геометрією!». 

За ùо æ так цінували цю науку? — За те, ùо вона розвивала мистецтво 
аргументації, а аргументація була основою того нового демократичного су-
спільства, яким так пишалися греки і яке вони всіляко протиставляли сõідним 
деспотіям. Символічно, ùо серед сімоõ легендарниõ мудреців-законодавців, 
котриõ греки вваæали своїми дуõовними учителями, на першому місці вони 
завæди називали ім’я Фалеса, якиé, власне, законодавцем і не був. Фалес 
був ученим і, як ствердæують легенди, логічно довів лише декілька простиõ 
геометричниõ істин. Однак цим він продемонстрував здатність людського 
розуму відшукувати об’єктивну істину, і цеé постулат став основою заõідної 
цивілізації.

Îтже, навчаючись геометрії, ви навчатиметеся мистецтву аргумен
тації, яке є базовою цінністю сучасного демократичного суспільства.

Ïереміùаючись «машиною часу» далі, потрапляємо у ХVІІ ст. Виникло нове 
природознавство: Галілеé, Êеплер, Декарт, Ïаскаль, Ньютон… À давня геометрія 
не тільки не стала осторонь новиõ тенденціé, а é перетворилася на теоретичну 
основу експериментальної науки, залишаючись водночас основою раціоналістичної 
ôілосоôії. Своєрідне відобраæення цієї нової тенденції знаõодимо у розповідяõ 
про мандри казкового Гуллівера, героя роману Дæонатана Свіôта. Ïрибувши 
на літаючиé острів Ëапуту, Гуллівер наéбільше здивувався тому, ùо все æиття 
éого мешканців оберталося довкола геометрії. Навіть їõня буденна мова рясніла 
геометричними термінами. Та якби Гуллівер був нашим сучасником, то такого 
подиву, мабуть, у нього і не було б. Тепер геометричними термінами пронизані 
не тільки природничі і теõнічні науки, а é гуманітарні, мистецтвознавство, мова 

 Іменем Світлани Герасименко названо астероїд № 3945, відкритий у 1982 р.
  Наприкінці лютого 2004 р. Світлана Герасименко разом із Климом Чурюмовим були присутніми на космодромі 

Куру у Французькій Гвіані, з якого стартувала ракета-носій «Аріан-5», що вивела у космос європейський міжпланетний 
зонд Rosetta. Основною метою місії Rosetta була посадка спускового модуля на чотирьохкілометрове ядро комети 
Чурюмова-Герасименко. Ця історична м’яка посадка відбулася 12 листопада 2014 р., близько 18 години за київським 
часом. Відкривачі комети спостерігали за спуском модуля «Філи» в он-лайн режимі у Європейському центрі управлін-
ня польотом «Розетти» у німецькому місті Дармштадті (Клим Чурюмов) та в Німецькому космічному агентстві у місті 
Кельні (Світлана Герасименко). — Прим. видавництва.
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ùоденного спілкування. Ось лише наéпоширеніші слова, які побутують у нашому 
мовленні é запозичені з геометрії: аксіома, паралелі, плоùина, вектор, сôера, 
координати, ôокус, полюс, сектор, вимір, багатовимірність, симетрія тоùо. Ïевна 
річ, аби правильно розуміти і вæивати ці слова, потрібно знати їõніé первісниé 
геометричниé зміст. «Êнига природи», — як влучно зауваæив ¥алілеé, «написана 
мовою геометрії». 

Отæе, навчаючись геометрії, ви прилучатиметеся до надбань світової 
культури, ставатимете обізнаними é компетентними у тиõ питанняõ, в якиõ 
без цього відчували б себе немовби прибульцями із варварськиõ епоõ.

І ось ми… у ХХІ ст. Êомп’ютерна граôіка і дизаéн, заõмарні арõітектурні 
споруди, мобільниé зв’язок, GPS-навігація, проникнення у глибини космосу 
і матерії… Геометричні ідеї і принципи леæать в основі і циõ надбань. Вивчаючи 
геометрію, ви в цьому не раз переконаєтеся.

Отæе, і з практичної точки зору геометрія необхідна.

Навчання мистецтву аргументації, прилучення до надбань світової культури 
і практичні застосування геометрії — це ті основні завдання, які ставляться у 
цьому підручнику. Вони невіддільні одне від одного, як невіддільні, рівнозначні 
і взаємодоповнюючі Віра, Надія і Ëюбов у õристиянськіé моралі. Ïогортаéте 
підручник, і ви навіть за ілюстративним матеріалом помітите, ùо коæному із 
зазначениõ завдань відведено налеæне місце.

Ïо всьому тексту ви помітите низку розпізнавальниõ знаків, які мають 
своє символічне значення:

На уроки вас запрошуватиме наш шкільниé дзвоник, перев’язаниé æов-
то-блакитною стрічкою.

Рубрику вправ і задач усюди супроводæуватиме богиня мудрості Àôіна. 
Вибрано рельєôне зобраæення Àôіни з геометричними атрибутами — кут-
ником, циркулем, лініéкою і сôерою, створене Філіппом-Роланом Роландом 
для заõідного ôасаду паризького Ëувра.

Задачі і вправи розміùені в кінці коæного параграôів за порядком наро-
стання їõньої складності. Наéпростіші з ниõ (у тому числі é усні вправи) 
позначені світлим круæечком, а складніші — темним. У кінці коæного роз-
ділу подані типові завдання для контрольниõ робіт (у двоõ варіантаõ). Учні, 
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які ознаéомляться з ними заздалегідь, будуть застраõовані від неприємниõ 
«сюрпризів» на контрольніé.

Чимало задач у підручнику подається з розв’язаннями. Відповідна ру-
брика «Розв’язуємо разом» позначена красномовною світлиною з учителем 
і ученицею, які разом розв’язують задачу. На поданиõ у тексті прикладаõ 
демонструються застосування встановлениõ теоретичниõ ôактів, а в окремиõ 
випадкаõ — і корисні додаткові відомості та загальні підõоди до розв’язування 
гео метричниõ задач.

У підручнику є матеріал «Для тиõ, õто õоче знати більше». Він розраõованиé 
на учнів, які вæе зараз, не чекаючи старшиõ класів, õочуть дізнаватися про 
математику більше. Ці тексти подаються на æовтому і блакитному тлі та су-
проводæуються портретами геніальниõ математиків Ìиõаéла Остроградського 
і Соôії Êовалевської. Життєвиé шляõ циõ учениõ переконливо свідчить, ùо 
математика однаково доступна як чоловікам, так і æінкам, і ùо успіõи в науці 
не залеæать від місця народæення дослідника: Остроградськиé народився на 
õуторі, а Êовалевська — у столиці.

Êрім навчального матеріалу, підручник містить спеціальну рубрику 
«Сторінки історії». Її супроводæує муза історії Êліо зі знаменитої картини 
Генріõа Семирадського «Ïарнас» (картина прикрашає завісу Ëьвівського 
оперного театру). Ìуза тримає книгу é перо, а промовистим поруõом лівої 
руки немовби запрошує озирнутися назад. Ознаéомлення з поданими у ціé 
рубриці відомостями розширить ваш кругозір, допомоæе збагнути ваæли-
ві внутрішні мотиви розвитку математики. À це, у свою чергу, сприятиме 
глибшому розумінню науки.

У кінці коæного розділу подається зведениé перелік усього вивченого 
теоре тичного матеріалу, а в рубриці «Ïеревір себе» — запитання для само-
контролю. Цю рубрику супроводæує зобраæення міôічної пташки-Сôінкса 
з погруддям æінки і тулубом лева, яка, за переказами, пропускала далі лише 
тиõ подороæніõ, õто правильно відповів на її запитання.

Áàæàºìî âàì íàòõíåííÿ é óñï³õ³â ó âиâчåíí³ ãåîìåòð³¿ — îäí³º¿ ç íàé
äàâí³øиõ, íàéçàõîïëиâ³øиõ ³ íàéêîðиñí³øиõ íàóê!



Зірка геометрії. 
Фрагмент композиції Ігоря Макаревича та Олени Єлагіної

«Геометрія космосу» (2008 р.)

Зображені у цій композиції креслярські прилади — лінійка, транспортир і косинець — допомагати-
муть нам фіксувати ті основні фігури на площині та їхні властивості, які слугують основою геометрії.



Розділ І
Елементарні геометричні 
фігури та їхні властивості

  Вступ

 «Ìислю — отæе, існую» — так коротко õаракте-
ризував сутність людського буття знаменитиé ôран-
цузькиé ôілосоô і математик XVII ст. Рене Декарт. 
Цим він ствердæував, ùо справæнє æиття людини 
невід’ємне від мислення і немоæливе без нього. 

Ìислення багатогранне, як багатогранниé світ 
довкола нас. À оскільки ми æивемо у просторі, то 
повинні вміти мислити é просторовими образами. 
Особливо, якùо прагнемо не тільки пристосовуватися 
до умов, а é пізнавати, удосконалювати світ.

Ïросторові образи описують за допомогою гео
метричних фігур. Ïрикладами геометричниõ ôігур 
є трикутники, прямокутники, кола, паралелепіпеди, 
кулі. Наука про геометричні ôігури називається 
геометрією.

Зародки геометрії виникли дуæе давно, ùе коли 
головними просторовими образами, з якими людині 
доводилося мати справу, були ділянки землі. Звідси 
é назва «геометрія», ùо в перекладі з грецької якраз 
і означає «вимірювання землі». Ïроте з часом до цієї 
первісної геометрії долучалися нові ôігури. З удоско-
наленням будівництва геометричні ôорми здіéмалися 

Рене Декарт. Молоді роки. 
Портрет невідомого  

художника 
(Музей августинців  

у Тулузі)

Урок 
1
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вгору, з успіõами астрономії — поширювалися на 
космічні простори, з розвитком ôізики занурювалися 
углиб матерії.

Ïридивіться до будь-якої арõітектурної споруди чи 
ансамблю і ви побачите, як гармоніéно поєднуються 
у ниõ численні лінії та інші деталі — відрізки, дуги, 
кути, трикутники, прямокутники, круги, паралелепі-
педи, призми тоùо. Отæе, у вас уæе є певниé гео-
метричниé інструментаріé для осми сленого сприé-
няття просторової конструкції. Àле чи змоæете ви 
пояснити, як підібрані та припасовані ці деталі, як 
розраõовані їõні розміри? Те саме моæна спитати 
стосовно плану вашого парку, проектування спор-
тивного чи торговельного комплексу тоùо.

  À як знаõодять відстані до недоступниõ об’єк-
тів, як визначили розміри Землі та іншиõ планет, як 
створюють геограôічні та астрономічні карти?

Нарешті, як ôункціонує комп’ютерна граôіка — 
цеé невичерпниé сучасниé ресурс для проектування 
é зобраæення геометричниõ ôігур?

Розуміння циõ речеé потребує глибокого ви-
вчення геометрії. Ìало закріпити в пам’яті назви 

Фрагмент архітектури 
готичного собору

Ансамбль Свято-Успенської Почаївської Лаври Ансамбль Маріїнського 
палацу в Києві

Архітектурний проект, 
побудований засобами  

3D-комп’ютерної графіки



11§1. Площина. Точки і прямі

геометричниõ ôігур та навчитися їõ розпізнавати, на-
віть, зобраæати. Ïотрібно ùе é уявляти, як встанов-
люються зв’язки міæ різними їõніми складовими і як 
на основі циõ зв’язків ôігури конструюються. Це так 
само, як для вправного володіння мовою недостатньо 
лише певного словникового запасу, а потрібне зна-
ння граматики та синтаксису, або як для музичної 
творчості недостатньо лише нотної грамоти é набору 
«акордів», а необõідне знання основ композиції.

Тому вивчення геометрії потрібно розпочинати 
з детального розгляду наéпростішиõ геометричниõ 
ôігур, аби потім моæна було крок за кроком переõо-
дити до складнішиõ ôігур і з’ясовувати, як ці склад-
ніші конструюються з наéпростішиõ.

До наéпростішиõ геометричниõ ôігур налеæать 
точки, прямі і плоùини, а такоæ відрізки, промені 
і кути. Ці ôігури é будуть предметом вивчення у пер-
шому розділі.

 §1. Площина. Точки і прямі

Площину ми будемо уявляти у вигляді великого 
розгорнутого аркуша або класної дошки, вваæаючи, 
ùо її моæна скільки завгодно продовæити у будь-яко-
му напрямку. Вваæатимемо такоæ, ùо всі геометрич-
ні ôігури розміùені на плоùині. Ïлоùина — латин-
ською «планум». Тому ту частину геометрії, в якіé 
вивчаються ôігури на плоùині, називають планіме
трією. Стереометрія, тобто геометрія у просторі, 
вивчається у старшіé школі.

Найелементарніøими фігурами на плоùині вва-
æаються точ ки і прямі лінії, або просто прямі. За 
допомогою ниõ конструюються усі інші плоскі ôігури. 

Уваæається, ùо точка не має розмірів, õоч на 
рисункаõ точки зобраæуються невеликими круæеч-
ками. Знаменитиé давньогрецькиé учениé Евклід, 

Вгорі. Дзвіниця Джотто  
у Флоренції.

Внизу. Барельєф  
Ніно Пізано (1315–1368) 

«Евклід»  
на нижньому ярусі дзвіниці 

Джотто.
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якиé написав першиé підручник з геометрії, називав 
точкою «те, ùо не має частин». Точки моæна уявляти 
як сліди на аркуші від тонко загостреного олівця. На 
площині існує безліч точок.

Точки позначають великими літерами латинського 
алôавіту. На рис. 1.1 зобраæено деяку ôігуру і позна-
чено декілька її точок: A, B, C, D, E, K, M.

Уявлення про пряму дає лінія, проведена під лі-
ніéку (рис. 1.2). Однією з наéголовнішиõ властивос-
теé прямої є те, ùо вона цілком визначається двома 
своїми точками:

чåðåç бóäьÿê³ äâ³ òîчêи ìîæíà ïðîâåñòи ïðÿ
ìó, ³ äî òîãî æ — ò³ëьêи îäíó.

Цю властивість називають властивістю прове
ден ня прямої. 

На властивості проведення прямої засновується 
простиé практичниé спосіб для перевірки правильності 
лініéки або обробки реéки, бруса тоùо. Якùо через 
дві точки провести під лініéку дві лінії, по-різному роз-
міùуючи лініéку, як показано на рис. 1.3, і ці лінії не 
зіллються, то лініéка неправильна. 

Властивість проведення прямої передбачає, ùо 
пряма не має ніякої товùини, бо інакше коæна тов-
ùина визначала б свою лінію, яка проõодить через 
ті самі точки. 

Ïрямі позначають або двома великими літера-
ми, якими позначені які-небудь дві точки прямої, 
або однією малою латинською літерою. На рис. 1.4 
зобраæено дві прямі — пряму AB (її моæна такоæ 
позначити як ВА) і пряму l.

Як і плоùина, пряма вваæається необмеæеною, 
õоча на рисунку, звісно, зобраæується лише певна 
обмеæена частина прямої. Як і на плоùині, на кож
ній прямій існує безліч точок. 

Якùо якась точка леæить на пряміé, то каæуть 
такоæ, ùо ця точка належить пряміé, або ùо пряма 
проходить через цю точку. На рис. 1.5 зобраæено 

Ðèñ. 1.2

Ðèñ. 1.1

A B

C

D E

K
M

Ðèñ. 1.3

Ðèñ. 1.4

A B

l
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дві точки А і В, які налеæать пряміé l, а такоæ дві 
точки P і Q, які не налеæать їé.

Із властивості проведення прямої випливає, ùо дві 
різні прямі моæуть мати ùонаéбільше одну спільну 
точку. Справді, якби вони мали дві спільні точки, то 
збігалися б, оскільки через дві точки моæна провести 
лише одну пряму.

Ïро дві прямі, які мають одну спільну точку, 
каæуть, ùо вони перетинаються у ціé точці. На 
рис. 1.6 зобраæено дві прямі m і n, які перетина-
ються у точці Р.

Якùо прямі не мають æодної спільної точки, то 
вони називаються паралельними (в дослівному пе-
рекладі з грецької — «éдуть поруч»). На рис. 1.7 
зобраæено паралельні прямі a і b. Скільки б не про-
довæувати зобраæення паралельниõ прямиõ, вони 
ніколи не перетнуться.

Уявлення про плоùину дає не тільки аркуш па-
перу, стіл або класна дошка. Ïлоùину моæе пред-
ставляти будь-яка інша рівна поверõня, наприклад, 
стелі, стіни, підлоги, спортивного маéданчика, навіть 
просто рівної відкритої місцевості.

Так само é точки моæуть представлятися не тільки 
слідами від олівця, а é іншими реальними об’єктами, 
розмірами якиõ моæна знеõтувати. Звісно, тоді про-
ведення прямиõ виглядатиме по-іншому. На цьому 
ґрунтуються практичні застосування геометрії. 

Наприклад, під час розбивки газонів, доріæок, ôун-
даменту під забудову тоùо точки ôіксують кілками, 
а прямі проводять за допомогою мотузок (шнура) 
(рис. 1.8). Àналогічно чинять малярі (рис. 1.9, а–б), 
напинаючи шнур, змаùениé креéдою, міæ точками, 
через які потрібно провести пряму, а потім відпуска-
ючи éого. У коæному із такиõ застосувань виõодить 
така собі «мотузяна» геометрія. 

Ðèñ. 1.5

l

A
P

B
Q

Ðèñ. 1.6

m

P

n

Ðèñ. 1.7

b

a

Ðèñ. 1.8
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Ïринципово інакше діють геодезисти. Вони ôіксують 
точки довгими палицями — віõами, а прямі «провішу-
ють» за допомогою візування. À саме: визначивши пря-
му двома віõами А і В, інші віõи С, D, … ставлять міæ 
ними так, ùоби при спостереæенні із-за віõи А вони 
закривали віõу В (рис. 1.10, а). За допомогою візування 
проводять і топограôічні зéомки для складання планів 
місцевості або «прив’язки» до місцевості нового об’єкта 
для будівництва (рис. 1.10, б). Таку геометрію умовно 
моæна назвати «променевою», оскільки роль прямиõ 
у ніé відіграють зорові промені.

Те, ùо «мотузяна» геометрія збігається із «про-
ме невою» — радше ùаслива випадковість, ніæ не-
обõідність. Неваæко уявити собі такі ôізичні умови, 
за якиõ цього не було б. Наприклад, такого не було 
б на планеті Ìаленького Ïринца з відомої повісті 
Àнтуана де Сент-Екзюпері (рис. 1.11). Ця планета 
була дуæе маленькою, а тому шнур, напнутиé міæ 

à)

A
B

C

D

O

B1

C1
D1

A1

Ðèñ. 1.10

á)

A B
C

Ðèñ. 1.9

à)

á)

Ðèñ. 1.12

Ðèñ. 11.1.

Ìàëåíüêèé Ïðèíö

íà ñâî¿é ïëàíåò³.

Ðèñóíîê Ñåíò-Åêçþïåð³
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двома її точками, відõилявся б від зорового променя 
міæ ними. Те само стосується é нашої планети Земля, 
якùо брати її у великиõ масштабаõ. 

Для великиõ земниõ масштабів існує інша гео-
метрія — сферична, яка суттєво відрізняється від гео-
метрії на плоùині, тобто від планіметрії. Відмінність 
проявляється уæе у властивості проведення прямої: 
на сôері моæливе таке розміùення двоõ точок, при 
якому через ниõ моæна провести безліч сôеричниõ 
прямиõ. Ви легко збагнете це, подивившись на глобус 
і на éого меридіани, які перетинаються на Ïівнічному 
і на Ïівденному полюсаõ (рис. 1.12).

Вивчаючи геометрію на плоùині, ми é далі не раз 
проводитимемо порівняння її з геометрією на сôері. 
Сôеричну геометрію започаткували античні астроно-
ми. Для ниõ зручно було вваæати, ùо небесні світи-
ла розміùуються на небесніé сôері. В астрономії ця 
модель зоряного неба застосовується é досі. В епоõу 
Великиõ геограôічниõ відкриттів та Відродæення 
сôерична геометрія давніõ астрономів «спустилася» 
з небесної сôери на земниé глобус і в такиé спосіб 
стала поруч із прадавньою плоùинною геометрією. 
Яскравим відобраæенням цього об’єднання стали 
геометричні та астрономічні атрибути у æивописниõ 
та граôічниõ твораõ тієї епоõи.

Вправи і задачі

 1°. Проведіть з допомогою лінійки пряму і позначте на ній три точки А, В, С. 
Випишіть усі можливі позначення для цієї прямої.

 2°. На рис. 1.13 зображено дві прямі a і b та сім точок.
  1) Як ще можна позначити ці прямі? 
  2) Назвіть точки, які належать прямій à, але не 

належать прямій b.
  3) Назвіть точки, які належать прямій b, але не 

належать прямій a.

Жан Леблон  
(бл. 1594–1666).  

Геометрія.  
Гравюра (1636 р.)

Мартен де Вос 
(1532–1603).  
Геометрія.  

Гравюра. Бл. 1600 р.
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  4) Назвіть точки, які належать кожній із прямих.
  5) Назвіть точки, які не належать жодній із прямих.
 3°. Позначте в зошиті дві точки А і В та проведіть через них пряму. Позначте 

потім дві точки K, L, які належать цій прямій, і дві точки M, N, які не належать 
їй. Що можна стверджувати про взаємне розміщення таких прямих:

  а) АВ і KL;  б) АВ і KM;  в) KN і BA?
 4°. Проведіть дві прямі, що перетинаються. Позначте ці прямі і точку їхнього 

перетину. Скільки спільних точок можуть мати дві прямі?
 5°. На рис. 1.14 зображено три прямі. Назвіть ці прямі. 

Які з них перетинаються?
 6°. Зобразіть таке розміщення чотирьох точок А, В, С, 

D, щоб точки А, В, С належали одній прямій і точки 
В, С, D належали одній прямій.

 7. Чи можуть три прямі перетинатися в одній точці? Як 
узагалі можуть розміщуватися три прямі, аби кожні 
дві з них перетиналися? Зробіть відповідні рисунки.

 8. Проведіть пряму, а потім ще три прямі, які її 
перетинають. Які можливі харак терні випадки 
взаємного розміщення усіх цих прямих?

 9. На рис. 1.15 відображено спосіб перевірки якості 
обробки бруска за допомогою візування. Як би ви 
його пояснили?

 10. Прямі l і m перетинаються в точці О, М — якась 
точка прямої m. Чи може точка М належати прямій l?

 11. Скільком прямим може належати одна взята точка; 
дві взяті точки; три взяті точки; п’ять узятих точок?

 12. На рис. 1.16 відображено один із так званих обма-
нів зору (зорову ілюзію): лінії АВ і СD видаються 
вигнутими, хоча насправді вони прямі. Виконайте 
цей рисунок у зошиті і перевірте, чи викликатиме 
він у вас такий самий обман зору.

  13•. Позначте в зошиті дві точки А і В. Скільки прямих 
можна провести через точку А? Скільки — через 
точку В? Скільки — через обидві точки А і В? Чи 
можете ви обґрунтувати свої твердження?

 14•. Позначте у зошиті чотири точки А, В, С, D так, як 
показано на рис. 1.17, а потім через кожні дві з них 
проведіть пряму. Скільки всього прямих буде прове-
дено? Чи завжди чотири точки визначатимуть саме 
таку кількість прямих? Розгляньте можливі випадки.

 15•. а) Проведіть такі чотири прямі à, b, c, d, щоби прямі 
a, b, c проходили через одну точку і прямі b, c, d 
теж проходили через одну точку.

Ðèñ. 1.14
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  б) Кожні дві із чотирьох накреслених прямих перетинаються. Скільки може 
бути точок перетину? Зобразіть усі можливі випадки.

 §2. Відрізки, промені та півплощини

Друга головна властивість прямої, поряд із власти-
вістю проведення, стосується роз мі ùення точок на ніé.

Ïодивіться на рис. 1.18. На пряміé l позначено 
три точки А, В, С, причому одна, і тільки одна з 
ниõ, а саме, точка С, леæить міæ двома іншими — А 
і В. Таке справдæується для будь-якиõ трьоõ точок 
прямої:

³ç òðьîõ òîчîê ïðÿìî¿ îäíà, ³ ò³ëьêи îäíà, ëå
æиòь ì³æ äâîìà ³íøиìи.

Цю властивість називають основною властиві
стю розміщення точок на прямій. 

Якùо точка С леæить на пряміé l міæ точками А 
і В (див. рис. 1.18), то каæуть такоæ, ùо точки А 
і В леæать по різні боки від точки С, або ùо точки 
С і В леæать з одного боку від точки А, а точки А 
і С — з одного боку від точки В.

Як і властивість проведення прямої, властивість 
розміùення точок на пряміé теæ не виконувалася 
б у геометрії на планеті Ìаленького Ïринца (див. 
рис. 1.11). Справді, про коæну із трьоõ точок А, В, 
С, розміùениõ на лінії, яка на поверõні кулі відіграє 
роль прямої, наприклад, на екваторі (рис. 1.19), 
моæна сказати, ùо вона леæить міæ двома іншими.

Використовуючи властивість розміùення точок на 
пряміé, моæна означити перші ôігури, які є поõід-
ними від основниõ ôігур, тобто від точок і прямиõ. 
Це — відрізки і промені. 

Îзначити або дати означення ôігури — це 
описати такі властивості цієї ôігури, які дають змогу 
(спосіб) вирізняти її з-поміæ іншиõ ôігур або прово-
дити побудову.

Ðèñ. 1.18

A BÑ l

A

B C

Ðèñ. 1.19
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Візьмемо на пряміé а дві точки А і В (рис. 1.20). 
Ними визначається сукупність точок М цієї прямої, 
які леæать між точками А і В. Усі ці точки утворю-
ють відрізок.

Означення.
В³äð³çêîì називається частина прямої, що 
складається з усіх точок, які лежать між 
двома її точками, разом із цими точками. 
Самі ці точки називаються ê³íцÿìи відрізка, 
а всі решта точок відрізка називаються його 
âíóòð³øí³ìи òîчêàìи.

Ïозначення відрізків утворюються з позначень 
їõніõ кінців. Інколи відрізки позначають і однією 
малою літерою.

На рис. 1.20 зобраæено відрізок АВ прямої а, 
А і В — éого кінці, М — внутрішня точка.

Візьмемо тепер на пряміé три точки А, Î, В; неõаé 
точка Î леæить міæ точками А і В (рис. 1.21). Цими 
точками визначаться дві ôігури. Ïершіé налеæать точки 
Х прямої, які відносно точки Î леæать з того самого 
боку, ùо é точка А, другіé — точки Y прямої, які 
відносно точки Î леæать з того самого боку, ùо é 
точка В. Такі ôігури називаються променями або 
півпрямими.

Означення.
Пðîìåíåì (або ï³âïðÿìîю) називається ча
стина прямої, що складається з усіх точок, 
які лежать з одного боку від деякої її точки, 
разом із цією точкою. Ця точка називається 
ïîчàòêîì променя, а всі решта точок нази
ваються âíóòð³øí³ìи òîчêàìи променя.

Ïозначають промені двома великими літера-
ми, з якиõ перша вказує на початок променя, а 

Ðèñ. 1.21

Y XAB O

Ðèñ. 1.20

A BM a

Один зі способів утворення 
матеріальних «відрізків», 

який наочно ілюструє похо-
дження цього терміна

Якби ця колода була не-
скінченною в обидва боки, 
то після розпилу дістали 
б матеріальні моделі двох 

півпрямих
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друга — на яку-небудь внутрішню éого точку. Часто 
промені позначають і однією малою літерою — так 
само, як прямі.

На рис. 1.21 точка Î слуæить початком для двоõ 
променів: ÎА (éого моæна позначити і як OX) та ÎВ 
(éого моæна позначити і як OY).

У назві «промінь» заôіксована певна сõоæість міæ 
геометричними і світловими променями: і ті, é інші ма-
ють початок, але не мають кінця, і є прямолініéними.

На пряміé існує два різні промені, ùо мають спіль-
ниé початок, і цим початком пряма мовби розбиваєть-
ся на дві половини. Звідси é інша назва «півпряма» 
для коæної з ниõ. 

Означення.
Два різні промені однієї прямої зі спільним 
початком називаються äîïîâíÿëьíиìи (або 
âçàºìíî äîïîâíÿëьíиìи) ïðîìåíÿìи. 

Отæе, будь-яка точка прямої розбиває її на два 
взаємно доповняльні промені.

Щось сõоæе відбувається і з плоùиною, коли на 
ніé провести пряму: пряма розбиває плоùину на дві 
півплощини.

Ïодивіться на рис. 1.22. На ньому точки А і В ле-
æать з одного боку від прямої l, а точка С — з іншого 
боку. Відповідно, відрізок АВ, ùо сполучає точки А 
і В, не перетинає прямої l, а відрізки СА і СВ, ùо 
сполучають точку С з точками А і В, перетинають її. 

Інакше це ôормулюють так: точки А і В леæать 
в одніé півплоùині з граничною прямою l, а точки 
А і С та В і С — у різниõ півплоùинаõ.

Отæе, маємо таку основну властивість роз мі
щення точок відносно прямої на площині:

êîæíà ïðÿìà ðîçбиâàº ïëîщиíó íà äâ³ ï³â ïëî щиíи.

Ðèñ. 1.22
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C

Світлові промені від маяка 
Pigeon Point у Каліфорнії 
(США). Фотограф Darvin 

Akteson (2010 р.)
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Знову æ таки, незваæаючи на «очевидність», ця 
властивість теæ украé ваæлива для планіметрії. 
Щоправда, на підтвердæення цього ми вæе не мо-
æе мо навести приклад геометрії на планеті Ìалень-
кого Ïринца: як показує рис. 1.23 (порівняé éого 
з рис. 1.22), на поверõні кулі ця властивість теæ 
виконується. À от на кільцеподібніé планеті, яку 
гіпотетично моæна уявити утвореною, наприклад, 
унаслідок згуùення кілець Сатурна (рис. 1.24), вона 
уæе не виконувалася б. Справді, «пряма» l, яка про-
õодить по зовнішньому обводу кільця, не розбиває 
éого поверõню на дві частини, оскільки з точки А 
у точку В моæна переéти через внутрішніé бік.

Ïро такиé ôакт, безсумнівно, мусив знати секре-
тар сатурніéської академії, якиé у ôантастичніé по-
вісті Вольтера «Ìікромегас» супроводæував гіганта 
із Сиріуса у éого космічниõ мандраõ. Ìи æ, якùо 
õочемо відмеæуватися від геометріé такиõ світів 
і розбудовувати геометрію свого світу, неодмінно ма-
ємо зваæати é на нашу «земну» основну властивість 
розміùення точок на плоùині.

A

C

Ðèñ. 1.23
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l
l
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B

Сатурн

Ðèñ. 41.2 Сатурн і його кільця. Під-
фарбована світлина з амери-
канського космічного зонда 
«Вояджер-1» (1980 р.)

Гігант із Сиріуса і «малень-
кий» сатурнієць на планеті 
Земля. Гравюра Шарля 

Моне до повісті Вольтера 
«Мікромегас» (ХVIII ст.)
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Розв’язуємо разом

Задача. 
Неõаé А, В, С — довільні три точки на плоùині, 
ùо не леæать на одніé пряміé (рис. 1.25). Неõаé 
пряма l перетинає відрізки АВ і АС у внутрішніõ 
точкаõ. Обґрунтувати, ùо тоді пряма l не моæе 
перетинати відрізка ВС.

Розв’язання. Звернімо увагу на півплоùини, на 
які пряма l розбиває плоùину. Оскільки відрізок АВ 
перетинає пряму l, то точки А і В леæать у різниõ 
півплоùинаõ. Так само у різниõ півплоùинаõ леæать 
точки А і С. Тоді виõодить, ùо точки В і С леæать 
в одніé півплоùині — у тіé, яка не містить точки А. 
Якùо æ кінці відрізка ВС леæать в одніé півплоùині, 
то сам цеé відрізок не перетинає граничної прямої l. 
Обґрунтування завершене.  

Вправи і задачі

 16°. На прямій позначено точки M, P, N, Q (рис. 1.26). 
Які із цих точок лежать між точками: 

  а) М і Q;  б) М і N;  в) Р і Q;   
г) N і Q? 

  Чи є серед цих чотирьох точок такі три, які лежать 
з одного боку від четвертої? Назвіть такі пари точок, які лежать по різні боки 
від точки Р.

 17°. Проведіть пряму і позначте на ній дві точки А і В. Потім позначте кілька точок, які:
  1) належать відрізку АВ;
  2) належать променю АВ, але не належать відрізку АВ;
  3) належать променю ВА, але не належать променю ВА;
  4) не належать ні променю АВ, ні променю ВА.
 18°. На прямій l точки L і M лежать по різні боки від точки К. Чи може точка M 

лежати між точками К і L? Як розміщені точки К і М відносно точки L?

Ðèñ. 1.25

B C

A l

Ðèñ. 1.26
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 19°. Точки Е і F лежать на прямій по один бік від точки D. Яка із цих точок, і чому, 
не може лежати між двома іншими?

 20°. На прямій точка С лежить між точками А і В. Чи є 
взаємно доповняльними  такі промені: а) АВ і ВА; 
б) АВ і СВ; в) ВА і ВС; г) СА і СВ; ґ) ВА і СВ?

 21. Які із зображених на рис. 1.27 променів a, b, c, d, e 
перетинають відрізок АВ?

 22. На прямій позначено три точки Х, Y і Z, причому 
точки Х і Z лежать по один бік від точки Y, а точки 
Y і Z — по один бік від точки Х. Котра із цих трьох 
точок лежить між двома іншими?

 23. Точка М лежить на промені LN, а точка L — на промені NM. Котра із трьох 
точок L, M, N лежить між двома іншими?

 24. Чи можуть два промені однієї прямої не бути взаємно доповняльними?
 25. Чи можуть два промені мати єдину спільну точку і при цьому не бути взаємно 

доповняльними?
 26. Обґрунтуйте, що коли точка Х належить відрізку АВ, то вона належить і про-

меню АВ. Чи істинне обернене твердження: якщо точка Х належить променю 
АВ, то вона обов’язково належить і відрізку АВ?

 27. Дано пряму і три точки L, M, N, що не лежать на цій прямій. Відомо, що 
відрізок LM перетинає пряму, а відрізок LN не перетинає її. Чи перетинає 
пряму відрізок MN? Обґрунтуйте свою відповідь.

 28. Проведіть пряму і позначте дві точки в одній півплощині відносно цієї прямої 
і три точки в іншій. Проведіть ті відрізки з кінцями у позначених точках, які 
перетинають проведену пряму. Скільки вийшло відрізків? Чи залежить ця 
відповідь від конкретного розміщення позначених точок?

 29. Проведено пряму і позначено чотири точки А, В, С, D, що не лежать на ній. 
Чи перетинатиме відрізок АD пряму, якщо:

  а) АВ, ВС і СD перетинають пряму;
  б) відрізки АС і ВС перетинають пряму, а відрізок ВD не перетинає;
  в) відрізки АВ і СD перетинають пряму, а відрізок ВС не перетинає;
  г) відрізки  АВ і СD не перетинають пряму, а відрізок ВС перетинає;
  ґ) відрізки АВ, ВС і СD не перетинають пряму;
  д) відрізки АС, ВС і ВD перетинають пряму?
  Кожний випадок проілюструйте рисунком.
 30•. Перелічіть і зобразіть на рисунках усі можливі випадки взаємного розміщення 

двох променів на одній прямій.
 31•. Скільки всього відрізків визначається чотирма точками, позначеними на одній 

прямій?
 32•. На прямій позначено три точки А, В, С. Скільки різних позначень для проме-

нів можна утворити за допомогою літер А, В, С? Скільки серед відповідних 

Ðèñ. 1.27
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променів буде різних? Як зміниться відповідь на друге запитання, якщо точки 
А, В, С не лежатимуть на одній прямій?

 33•. Точки А, В, С, D не лежать на одній прямій. Відомо, що пряма АВ перетинає 
відрізок СD, а пряма СD перетинає відрізок АВ. Обґрунтуйте, що відрізки АВ 
і СD перетинаються.

 34•. Відомо, що відрізки АВ і СD перетинаються. Обґрунтуйте, що тоді відрізки 
АС і ВD за жодних умов не можуть перетинатися. 

 §3. Вимірювання і відкладання відрізків

Видатниé учениé-õімік і метролог Д.І. Ìенделє-
єв (1834–1907) любив повторювати, ùо справæня 
наука починається тоді, коли починають вимірювати.

Вимірювання у геометрії розпочинається з вимі-
рювання відрізків. 

Якùо розглядати цю проблему з вузькопрактич-
ної точки зору, то її вирішення спряæене з двома 
неабиякими трудноùами. Ïерша трудність полягає 
у запровадæенні єдиної одиниці вимірювання (ета-
лона довæини), а друга — у забезпеченні налеæної 
точності самого вимірювання. Деùо про це моæна 
дові датися з історичного нарису, вміùеного у кінці 
цього параграôа. Однак у геометрії від циõ суто прак-
тичниõ аспектів абстрагуються, вваæаючи, ùо єдина 
одиниця вимірювання (наприклад, метр, дециметр, 
сантиметр тоùо) уæе запровадæена і ùо моæливе 
абсолютно точне вимірювання, навіть якùо для цього 
потрібні не тільки десяті, а é соті, тисячні і так далі 
частини основного еталона. 

Одним із наéпоширенішиõ інструментів для вимі-
рювання довæин є лініéка з нанесеною на її краé 
сантиметровою і міліметровою шкалою. Незваæаючи 
на простоту, лініéка дає змогу наочно проілюструвати 
ті властивості вимірювання та відкладання відрізків, 
які для геометрії є основними. 

Д.І. Менделєєв у мантії 
професора Единбурзького 

університету. 
Портрет Іллі Рєпіна 

(1885 р.)

Уроки 
4–5
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На рис. 1.28, а) зобраæено вимірювання 
відрізків АВ і АС, довæини якиõ менші від 
довæини лініéки: АВ = 5 см; АС = 7 см 2 мм = 
= 7,2 см.

На рис. 1.28, б) зобраæено вимірювання 
відрізка АВ, довæина якого більша за дов-
æину лініéки. Цеé відрізок розбивається 
на два відрізки АМ і МВ, потім довæина 
коæної частини вимірюється окремо, а ре-
зультати підсумовуються: АВ = АМ + МВ = 
= 10 см + 2 см = 12 см.

Отæе, маємо таку основну властивість вимі рю
вання відрізків:

êîæíиé â³äð³çîê ìàº ïåâíó äîâæиíó, щî âиðà æà
ºòьñÿ äîäàòíиì чиñëîì. Дîâæиíà â³äð³çêà äîð³â
íюº ñóì³ äîâæиí чàñòиí, íà ÿê³ â³í ðîçби âàºòьñÿ 
бóäьÿêîю ñâîºю âíóòð³øíьîю òîчêîю.

Довæину відрізка називають такоæ відстанню 
міæ éого кінцями. На рис. 1.28, а) відстань міæ точ-
ками А і С дорівнює 7,2 см, а на рис. 1.28, б) відстань 
міæ точками А і В дорівнює 12 см.

Означення. 
Відрізки, які мають однакову дов жину, на
зиваються ð³âíиìи. 

На рис. 1.29 зобраæено два рівниõ відрізки АВ 
і СD. За допомогою лініéки легко переконатися, ùо 
коæен із ниõ має довæину 3 см. 

Рівність відрізків записується за допомогою зви-
чаéного знака рівності, наприклад: АВ = СD. 

На рисункаõ рівні відрізки часто позначають од-
наковою кількістю рисочок.

Означення.
Точка, яка ділить відрізок на дві рівні час
тини, називається ñåðåäиíîю відрізка.
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На рис. 1.30 відрізки АМ і МВ рівні міæ собою, 
отæе, точка М — середина відрізка АВ.

У геометрії, а такоæ і в практиці, часто доводиться 
відкладати відрізки, які мають певну довæину.

На рис. 1.31 показано, як на промені l від éого 
початку Î за допомогою лініéки відкласти відрізок 
ÎА завдовæки 4,5 см.

Відрізки моæна відкладати é за допомогою іншиõ 
засобів. Наприклад, якùо використовувати лініéку 
і циркуль, то спочатку з використанням лініéки ôік-
сується відповідниé розõил циркуля (рис. 1.32, а), 
а вæе потім цеé розõил «переноситься» на промінь 
(рис. 1.32, б). Звісно, від вибраного способу відкла-
дання резуль тат не залеæить.

Отæе, справдæується така основна властивість 
відкладання відрізків:

íà бóäьÿêîìó ïðîìåí³ â³ä éîãî ïîчàòêó ìîæíà 
â³äêëàñòи â³äð³çîê бóäьÿêî¿ çàäàíî¿ äîâæиíи, ³ ïðи 
òîìó — ò³ëьêи îäиí.

Відзначимо два ваæливиõ наслідки з основниõ 
властивостеé вимірювання і відкладання відрізків.

1. Неõаé маємо два рівниõ відрізки АВ і СD 
(рис. 1.33). Рівність циõ відрізків означає, ùо вста-
новлено їõні довæини і вони виявилися рівними. 
Візьмемо тоді промінь l з початком С, якиé містить 
відрізок СD. Відрізок СD буде відкладеним на цьо-
му промені. Якùо æ ми відкладемо від точки С ùе 
é відрізок АВ, то дістанемо тоé самиé відрізок СD, 
оскільки відрізок з такою довæиною моæна відкласти 
лише один. У результаті відрізок АВ немовби сумі-
ститься з відрізком СD.

Отæе, ÿêщî â³äð³çêи ð³âí³, òî ¿õ ìîæíà 
ñó ì³ñ òи òи.

2. Неõаé тепер маємо два нерівниõ відрізки АВ 
і СD, і неõаé довæина відрізка СD більша за довæину 
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відрізка АВ (рис. 1.34). Якùо ми так само, як у по-
передньому випадку, відкладемо на промені СD від-
різок СВ ′, рівниé за довæиною відрізку АВ, то точ-
ка В ′ неодмінно буде внутрішньою точкою відрізка 
СD. Справді, збігатися з точкою D вона не моæе, 
бо для цього відрізки АВ і СD мають бути рівними. 
Якби æ точка В ′ розмістилася ззовні відрізка СD, 
то тоді відрізок СВ ′ дорівнював би сумі відрізків СD 
і DВ ′ і тому мав би довæину, більшу за довæину 
відрізка СD, а отæе, é за довæину відрізка АВ, ùо 
немоæливо.

Отæе, ÿêщî íåð³âí³ â³äð³çêи â³äêëàñòи íà îä
íîìó é òîìó ñàìîìó ïðîìåí³ â³ä éîãî ïîчàòêó, 
òî â³äð³çîê ç ìåíøîю äîâæиíîю бóäå чàñòиíîю 
â³äð³çêà ç б³ëь øîю äîâæиíîю.

Відповідно до цього, якùо довæина відрізка СD 
більша за довæину відрізка АВ, то каæуть, ùо é сам 
відрізок СD більшиé за відрізок АВ, і записують: 
СD > АВ. Тоді æ відрізок АВ уваæається меншим від 
відрізка СD, і це записується так: АВ < CD.

Розв’язуємо разом

Задача. 
Чи моæуть точки А, В, С леæати на одніé пряміé, 
якùо АВ = 5 см, ВС = 7 см, АС = 10 см?

Розв’язання. Якùо три точки Х, Y, Z леæать на 
одніé пряміé, то одна, і тільки одна, з ниõ леæить міæ 
двома іншими. Неõаé точка Y леæить міæ точками X 
і Z (рис. 1.35). Це означає, ùо точка Y налеæить від-
різку XZ. Тоді, за властивістю вимірювання відрізків, 
	 XZ = XY + YZ.
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Отæе, XZ — наéдовшиé із трьоõ відрізків XY, YZ 
і XZ, які попарно сполучають три точки X, Y, Z, і він 
дорівнює сумі двоõ іншиõ відрізків.

У нашому випадку наéдовшим є відрізок АС = 10 см, 
однак він не дорівнює сумі двоõ іншиõ відрізків, 
оскільки АВ + ВС = 5 + 7 = 12 (см). Отæе, точки 
А, В, С не моæуть леæати на одніé пряміé.

Вправи і задачі

 35°. Виміряйте і запишіть результати вимірювання для 
усіх відрізків, зображених на рис. 1.36.

 36°. Проведіть у зошиті промінь з початком у точці О, 
а потім відкладіть на ньому відрізки ОА = 6 см 
і ОВ = 2,8 см. Чому дорівнює довжина відрізка ВА? 
Визначте її двома способами.

 37°. Проведіть промінь АX, відкладіть на ньому відрізок 
АВ завдовжки 4 см і за допомогою лінійки визначте 
його середину С. Потім побудуйте такий відрізок АD, щоб точка В була його 
серединою. Чому дорівнюють довжини відрізків АС і АD?

 38°. На прямій точка N лежить між точками L і M. Який із відрізків з кінцями у цих 
точках має найбільшу довжину?

 39°. Порівняйте на око довжини відрізків  АВ і СD на рис. 1.37 та АВ і ВС на 
рис. 1.38, а потім перевірте вимірюванням.

 40°. Точка С належить відрізку АВ (рис. 1.39). Визначте довжину відрізка:
  а) АВ, якщо АС = 4,5 см, СВ = 2,7 см;
  б) АС, якщо СВ = 3,6 см, АВ = 9,3 см;
  в) СВ, якщо АС = 5,1 см, АВ = 8 см.
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 41°. На прямій по різні боки від точки О відкладені відрізки ОА = 3 см і ОВ = 5 см. 
Чому дорівнює відстань між точками А і В?

 42°. Точка О розміщена між точками А і В і віддалена від них на відстань 2,4 см 
і 3,6 см. Чому дорівнює відстань між точками А і В?

 43. Рівні відрізки АВ і ВС розміщені на одній прямій. Котра із точок А, В, С лежить 
між двома іншими?

 44. Точки А, В, С лежать на одній прямій і відрізок ВС більший за відрізок ВА. 
Котра із цих трьох точок може лежати між двома іншими?

 45. Чи можуть точки L, M, N лежати на одній прямій, якщо:
  а) LM = 3 см, LN = 7 см, MN = 9 см;
  б) LM = 3 см, LN = 6 см, MN = 9 см?
  Якщо можуть, то зобразіть це на рисунку.
 46. Точка С ділить відрізок АВ завдовжки 28 см на частини, різниця яких дорівнює 

6 см. Визначте довжини відрізків АС і СВ.
 47. Довжина відрізка дорівнює 28 см. На яких відстанях від кінців відрізка роз-

міщені точки, що ділять його у відношенні 3 : 4?
 48. Точка С — середина відрізка АВ, а точка D — середина відрізка АС. Визначте 

довжину відрізка АВ, якщо ВD = 8 см.
 49. Точки В і С належать відрізку АD завдовжки 12 см. Відомо, що АВ = 6 см, 

СD = 8 см. Визначте довжину відрізка ВС.
 50•. Точки А, В, С лежать на одній прямій. Визначте довжину відрізка ВС, якщо 

АВ = 3,3 см, АС = 4,7 см. Скільки розв’язків має ця задача?
 51•. Точка В належить променю ОА, причому ОВ = 10 см, АВ = 4 см. Визначте 

довжину відрізка ОА. Розгляньте два випадки.
 52•. На промені з початком О позначені точки А, В, С так, що ОА = 5 см, АВ = 6 см, 

ВС = 3 см. Визначте можливу відстань між точками О і С.
 53•. Точки А, В, С, D лежать на одній прямій, і при цьому АВ = 13 см, ВС = 8 см, 

СD = 6 см. Визначте найбільшу і найменшу з можливих відстаней між точками 
А і D.

 54•. Точка ділить відрізок на дві частини, відстань між серединами яких дорівнює 
5 см. Чому дорівнює довжина відрізка?

 55•. Точка С належить відрізку АВ. Обґрунтуйте, що відстань між серединами 
відрізків АС і СВ не залежить від розміщення точки С. Чому вона дорівнює, 
якщо довжина відрізка АВ дорівнює 16 см?  

 56•. Відрізки АВ і СD лежать на одній прямій і мають спільну середину. Обґрун-
туйте, що тоді відрізки АС і ВD — рівні. Чи можна стверджувати, навпаки, 
що коли відрізки АВ і СD лежать на одній прямій, а відрізки АС і ВD рівні, 
то відрізки АВ і СD мають спільну середину?
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Ñ  ò  î  ð  ³  í  ê  è    ³  ñ  ò  î  ð  ³  ¿ 

Як вимірювали довжини у різні часи

Сучасна людина зазвичаé не задумується над 
тим, ùо ті численні блага цивілізації, якими вона 
користується, забезпечені невтомною працею всього 
людства упродовæ віків. Характерним прикладом 
є вимірювання довæин і відстанеé. Хто тепер не 
знає, ùо довæини, які сумірні з ростом людини, 
ви мі рюють у сантиметраõ, більші — у дециметраõ 
і метраõ, великі відстані — у кі лометраõ, а маленькі 
проміæки — у міліметраõ? Хто не знає, ùо міæ цими 
одиницями існують дуæе прості співвідношення, які 
вираæаються мноæенням чи діленням на степінь числа 
10? Нарешті, õто не знає, ùо для проведення самиõ 
вимірювань використовуються прості прилади — 
лініéки, стрічки, складні метри, рулетки тоùо? 
І коæна людина, в якіé би частині світу не проæивала, 
узявши один із такиõ приладів, моæе легко перевірити 
вказані будь-де розміри або закласти потрібні розміри 
у виріб, якиé збирається виготовляти. Àле так було 
не завæди. Більшу частину своєї історії людство не 
мало загальноприéнятиõ мір.

1. Перші еталони — в людині
Ïершими мірами довæини, природно, слуæили ча-

стини людського тіла — наéчастіше рук і ніг.
Ще давні єгиптяни, вавилоняни та інші народи 

застосовували таку міру, як лікоть, ùо дорівнювала 
відстані від ліктя до кінця розпрямленого середнього 
пальця руки. Ëіктями, зокрема, дуæе зручно вимі-
рювати мотузки та відрізи тканини. Ïовниé оберт 
тканини довкола ліктя називався подвійним ліктем. 
Ця міра теæ застосовувалася у багатьоõ народів.

Ëікоть не мав сталої величини. У різниõ дерæаваõ 
і в різні часи застосовувалися різні лікті. Навіть 
в одніé дерæаві в один час могли існувати різні лікті. 

Міра лікоть

Вимірювання сучасною 
рулеткою
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Наéдовшим зазвичаé був царськиé лікоть, якиé 
застосовувався при зборі податі.

У руськіé дерæаві міра, аналогічна ліктю, називалася 
арøином. Відомиé росіéськиé історик і письменник 
Ì.Ì. Êарамзін (1766-1826) уваæав, ùо ця назва 
була запозичена внаслідок торгівлі зі сõідними наро-
дами. Зокрема, у персів лікоть називався «арші». 
Недобросовісні купці часто по-своєму тлумачили цю 
міру. Звідси бере свіé початок відомиé вислів «міряти 
на свіé аршин», ùо означає «по-своєму підõодити до 
справи, пильнувати свої інтереси».

Дрібнішими від ліктя та аршина мірами довæини 
були: долоня (наприклад, в юдеїв, британців), кулак 
(в арабів) і п’ядь (у давніõ русичів).

Долоня — це ширина кисті руки. У класичніé анг-
ліéсь кіé літературі часто зустрічаються оповіді про 
вимірювання висоти конеé саме долонями.

Ìала п’ядь — це відстань від кінця великого пальця 
до кінця вказівного, а велика п’ядь — відстань від кінця 
великого пальця до кінця мізинця при наéбільшому 
моæливому їõньому розведенні. Ï’яді зустрічаються 
уæе в актаõ XIV ст. Вваæалося, ùо в аршині містяться 
4 п’яді. Тому п’ядь часто називалася такоæ чверткою. 
З п’яддю пов’язаниé крилатиé вислів: «Берегти коæну 
п’ядь рідної землі».

Ще дрібнішою мірою довæини був палець (наприк-
лад, у вавилонян) і дюйм (в англо-саксонськиõ наро дів). 
Цілком природно, ùо долоня дорівнювала 4 пальцям.

Дюéм початково вваæався рівним довæині суглоба 
великого пальця. Ïро це говорить і сама назва: 
слово duim голландською мовою якраз і означає 
«великиé палець».

На початку XVII ст. указом росіéського царя Ïетра І 
була встановлена відповідність міæ традиціéними 
росіéськими і новими англіéськими мірами — «заради 
краùої узгодæеності з європеéськими народами 
у трактатаõ і контрактаõ». Відповідно до цього указу, 
1 аршин прирівнювався до 28 англіéськиõ дюéмів.

Іùе з часів Êиївської Русі на українськиõ земляõ 
застосовувалася така міра довæини, як сажень. Ïро 

Міра долоня

Міра палець
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це, зокрема, свідчить і Нестор-літописець. Слово 
«саæень» мало первісну ôорму «сяæень». Тому 
éмовірно, ùо воно поõодило від дієслова «сягати».

Розрізняли маховий сажень, ùо дорівнював 
роз маõу рук, і косий сажень, рівниé відстані від 
п’яти правої ноги до кінців пальців витягнутої вгору 
лівої руки. Звичаéно, косиé саæень був більшим від 
маõового. Тому про кремезниõ чоловіків (зокрема, 
про казковиõ героїв) казали, ùо вони мають «косиé 
саæень у плечаõ». Інколи таке порівняння моæна 
почути é нині.

У XVII ст. було узаконено, ùо міра 1 саæень становить 
3 аршини, ùо на нинішніé вимір дорівнює 2,13 м. 
Зокрема, в «Соборному укладі» 1649 року сказано: 
«À саæень, ùоб міряти землю чи ùось інше, — робити 
на три аршини, а більше або менше трьоõ аршинів 
саæнів не робити». На відміну від косого та маõового 
саæнів, цеé новиé саæень називався царським або 
казенним.

Наéпоширенішою з мір, пов’язаниõ з ногою 
людини, є фут. Він дорівнює середніé довæині 
ступні дорослої людини (англіéське foot якраз і означає 
«нога», «ступня»). Ця міра теæ застосовувалася 
у різниõ народів. В Àнглії ôут був узаконениé разом 
із дюéмом у XIV ст. королем Едвардом ІІ: 1 ôут 
вваæався рівним 12 дюéмам, ùо на нинішніé вимір 
становить 30,48 см. Французькиé королівськиé 
ôут (якиé теæ поділявся на 12 дюéмів і був у Франції 
основною мірою довæини аæ до введення метра), 
мав довæину 32,5 см.

Не менш цікаве поõодæення основної міри довæини 
в англо-саксонськиõ народів — ярда. Ця міра 
була узаконена англіéським королем Генріõом І ùе 
у 1101 році. Згідно з легендою, 1 ярд — це відстань від 
кінчика носа цього короля до кінця середнього пальця 
éого витягнутої руки. Щоправда, за іншою версією 
прообразом ярда став меч Генріõа І. 1 ярд уваæається 
рівним 3 ôутам. На даниé час — це приблизно 91 см.

Міра фут

Міра ярд
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2. Еталон — ячмінна зернина
У 1324 р. англіéськиé король Едвард ІІ уточнив 

величину дюéма. Згідно з королівським указом, 1 дюéм 
дорівнював «довæині трьоõ ячмінниõ зернин, узятиõ 
із середньої частини колоска і прикладениõ одне до 
одного своїми кінцями». À в англіéському побуті ùе 
é досі залишилася мірка «ячмінне зерня», ùо дорівнює 
третині дюéма. Цікаво згадати, ùо улюблена дітьми 
Дюéмовочка — малесенька дівчинка з одноéменної 
казки Àндерсена, яка могла æити у квітці і мала зріст 
1 дюéм, народилася саме з ячмінної зернини.

У XVI ст. відомиé тогочасниé учениé Христоô 
Êлавіé (1537-1612) запропонував уточнити розміри 
ôута за допомогою тиõ самиõ ячмінниõ зернин. 
Ïоловину ôута, за Êлавієм, мали визначати 64 зер-
нини, прикладені одна до одної упоперек. Це давало 
змогу дуæе просто відтворювати довæину еталона 
у будь-якому місці, оскільки товùина ячмінниõ 
зернин дуæе стабільна (значно стабільніша від їõньої 
довæини, яку застосовували для визначення дюéма), 
а велика кількість узятиõ зернин практично повністю 
згладæувала індивідуальні відõилення від середньої 
величини. До того æ, число 64 є степенем двіéки. 
À це давало змогу простим діленням навпіл діставати 
менші долі ôута.

3. ×ас як відстань
Ïринципово інші способи застосовувалися 

для встановлення одиниць вимірювання великиõ 
відстанеé. Вони пов’язувалися з ураõуванням часу 
на їõнє подолання. Наприклад, такою була міра 
довæини стадій. Уваæається, ùо ця міра виникла 
у Давньому Вавилоні. Достеменно відомо, ùо стадіями 
вимірювали відстані давні греки. Зокрема, від цього 
слова утворилося сучасне слово «стадіон».

За переказами, стадіé дорівнював відстані, яку 
доросла людина проõодить розміреним кроком за 
проміæок часу від появи першого сонячного променя 
при сõоді сонця до того моменту, коли весь сонячниé 
диск повністю зіéде над горизонтом. Оскільки добре 

Õриñтоô Êлавіé  
(Êлавіé Øлþññелü)  

(1537–1612) — італійський 
математик німецького 

походження. Найбільøе 
відомий як керівник проекту 
з уведення григоріанського 
календаря, яким увесь світ 

користується й понині.

Античний стадіон  
у Дельфах (Греція).  
Довжина його бігової 

доріжки, відзначеної з обох 
боків кам’яними лініями, 

дорівнює 177,5 м.  
Вочевидь, таким і був  
«стадій» у цьому місті  

в колиøні часи.
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відомо, ùо сõід сонця триває 2 õв, то, враõовуючи 
середню швидкість пішоõода, легко діéти висновку, 
ùо величина стадія перебувала в меæаõ від 160 до 
195 метрів.

Відомо, ùо вавилоняни ділили свіé стадіé на 360 
ліктів. À оскільки лікоть у ниõ приблизно дорівнював 
54 см, то звідси неваæко вивести, ùо довæина 
вавилонського стадія становила приблизно 194 м.

На основі аналогічниõ міркувань з’ясовано, ùо 
римськиé стадіé мав довæину 185 м, а грецькиé 
олімпіéськиé — 192 м.

Ідея з використанням часовиõ проміæків для 
встановлення міри довæини дістала несподіваниé 
роз виток у XVII ст. У результаті ôізичниõ екс пери-
ментів з маятником (ваæливим елементом маятни-
кового годинника, якиé якраз тоді був винаéдениé) 
з’я су валося, ùо період коливання маятника зале-
æить від éого довæини. На основі цього самим 
винаõідником маятникового годинника голландським 
математиком і меõаніком Христіаном Гюéґенсом 
(1629-1695) у 1664 році було запропоновано за 
одиницю вимірювання відстанеé довæину такого 
маятника, період коливання якого становить 
1 секунду. À італіéськиé природодослід ник, винаõідник 
і мандрівник Тіто Бураттіні (1617–1681) у 1675 році 
запропонував і назву для цієї нової одиниці — метр, 
утворивши її від грецького слова «метрео», тобто 
«вимірюю».

Ïроте невдовзі несподівано з’ясувалося, ùо пе-
ріод коливання маятника залеæить не тільки від 
éого довæини, а é від геограôічної широти місця, де 
проводиться вимірювання. Зокрема, поблизу екватора 
і в середніõ широтаõ ці величини суттєво відрізняються 

Фронтиспіс до трактату 
Тіто Бураттіні  

«Універсальна міра»  
(Misura Universale) (1675 р.)

Õриñтіан Гþéгенñ

Давньовавилонська лінійка (бл. 2000 р. до н. е.). Оскільки ця лінійка є фрагментом напівзруйнованої 
статуї царя Гудея, то можна вважати, що нею визначалася половина давньовавилонського царського 
ліктя. Лінійка поділена на 16 рівних частин, із яких друга у свою чергу поділена на 6, четверта — 

на 5 рівних частин, øоста — на 4, восьма — на 3, а дев’ята — на 2 рівні частини.
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Пам’ятник «Глобуñ»  
(він же й знак нульового  

кілометра) у Києві (2001 р.)

одна від одної. Виявивши цеé недолік, помітили é іншиé, 
а саме, ùо при реалізації цієї ідеї одиниця вимірювання 
довæини «прив’язувалася» до одиниці вимірювання часу. 
À це в теоретичному аспекті значно гірше, ніæ аби 
ці величини визна чалися незалеæно одна від одної. Тому, 
незваæаючи на оригінальність ідеї, від неї відмовилися, 
залишивши лише на маéбутнє назву «метр» для одиниці 
вимірювання довæин.

4. Óніверсальним мірилом оголошено 
Çемлю

У 1670 році ôранцузькиé дослідник Ìутон висунув 
ùе більш заõоплюючу ідею — пов’язати одиницю 
вимірювання довæин з розмірами всієї матінки-Землі, 
точніше, з довæиною її меридіана. Àле для реалізації 
цієї сміливої, а по суті глибоко ôілосоôської та 
гуманістичної ідеї, потрібні були особливі суспільно-
політичні умови. Вони з’явилися лише через сотню літ 
у зв’язку з революціéними подіями у Франції наприкінці 
XVIII ст. Ëише революціéниé руõ, якиé оõопив 
тоді цю країну, дав змогу організувати відповідні 
великомасштабні вимірювання, а наéголовніше — 
стимулював переõід на нову систему мір. В усіõ іншиõ 
консервативнішиõ країнаõ цеé переõід затягнувся 
більше, як на століття, а в деякиõ не реалізованиé 
пов ною мірою é досі.

Характерним у цьому зв’язку є звернення ôран-
цузь кого уряду до населення 1790 р. В ньому, зокрема, 
мовилося:

«Як моæуть друзі рівності миритися з розмаїттям 
і незручністю мір, які зберігають ùе пам’ять про 
ганебне ôеодальне рабство..., у тоé час, як вони клялися 
зниùити саму назву тиранії, якою б вона не була?.. Для 
створення істинно ôілосоôської системи мір, яка була 
б достоéною віку просвітництва, не моæна взяти 
нічого, ùо не ґрунтувалося б на твердиõ підвалинаõ, 
ùо не пов’язано наéтіснішим чином з предметами 
незмінними, нічого, ùо в подальшому могло б залеæати 
від людеé і від подіé. Ïотрібно звернутися до самої 
природи і взяти основу системи мір із її надр ...».
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5. ßк же зміряли Çемлю?
У березні 1791 року Національні збори Фран ції 

затвердили пропозицію Àкадемії наук, ùо виõодила від 
наéвидатнішиõ тогочасниõ учениõ Ëапласа, Ëагранæа, 
Ìонæа, Ëавуазьє та ін., — про спорядæення спеціальної 
експедиції для вимірювання земного меридіана. Було 
вирішено виміряти довæину паризького меридіана 
міæ двома містами, розміùеними на ньому, — 
Дюнкерком (приморським містом на півночі Франції) 
і Барселоною (іспанським містом на березі 
Середземного моря). Знаючи геограôічні широти циõ 
міст, потім було легко обчислити é довæину всього 
меридіана. Винятково сприятливою обставиною було 
те, ùо обидва вибрані міста знаõодилися на рівні 
моря, оскільки це суттєво спроùувало вимірювання 
é підвиùувало їõню точність. Êерівниками експедиції 
було призначено академіків Жана Батіста Деламбра 
(1749 - 1822) і Ï’єра Ìешена (1744 - 1804).

Вимірювальні роботи експедиції та відповідні 
роз раõунки тривали декілька років. На відстані 
близь ко 1 000 км міæ Дюнкерком і Барселоною за 
допомогою провішування було побудовано é виміряно 
115 трикутників, розміùениõ уздовæ меридіана. Øукана 
величина була знаéдена обчисленням і підсумо ву-
ван  ням довæин відрізків меридіана, розмі ùе ниõ 
усе ре дині коæного трикутника. Для цього застосо-
вувалися співвідношення, які існують міæ кутами 
і сто ронами трикутника (ви вивчатимете їõ у 9 класі). 
З особливою точністю вимірювалася лише одна сторона 
краéнього трикутника — так звана база. À в усіõ решти 
трикутникаõ за допомогою кутомірниõ приладів вимі-
рю валися лише кути — ùо значно простіше, ніæ 
вимірювання відстанеé. За допомогою ôормул, які 
пов’язують сторони é кути трикутника, крок за кроком, 
починаючи від першого трикутника, обчислювалися 
сторони всіõ іншиõ трикутників, а потім і відрізки 
меридіана, розміùені всередині ниõ.

Встановивши довæину паризького меридіана 
у стариõ ôранцузькиõ міраõ (туазаõ і ôутаõ; 1 туаз 
дорівнював 6 ôутам), було вирішено за основу нової 

Загальна схема вимірювання 
довжини паризького 

меридіана

Зала Кассіні у Паризькій 
обсерваторії з лінією ну-

льового меридіана (названа 
на честь астронома Джо-

ванні Кассіні (1625–1712), 
який понад 40 років був 

директором цієї обсервато-
рії). Уздовж лінії меридіа-
на — карта вимірювальних 
робіт експедиції Деламбра 

і Меøена.
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міри — метра — взяти 1
40 000 000

 від знаéденої 

величини. У стариõ ôранцузькиõ міраõ це становило 

3 ôути і 11,44 лінії (1 лінія = 1
12

 ôута).

6. Еталон створено
Ïершиé еталон метра було виготовлено у 1799 році. 

Àле навіть у Франції повниé переõід на нову систему 
вимірювання відбувся лише у 1840 р. À міæнародною 
мірою метр став у 1872 р. після відповідного рішення 
спеціально скликаної у Ïариæі меридіанної конôеренції. 
Тоді æ було затвердæено міæнародниé еталон метра, 
якиé було виготовлено зі сплаву платини (90%) та іридію 
(10%). Еталон має ôорму стерæня завдовæки 102 см із 
двома мітками на відстаняõ 1 см від кінців. Відстань 
міæ цими мітками якраз і уособлює довæину 1 м. 
Ïоперечниé переріз еталона нагадує літеру Х. Саме така 
ôорма забезпечує éому наéбільшу міцність при 
наé меншіé вазі (останнє дуæе ваæливо, оскільки 
платина, яка домінує у сплаві, дороæча навіть за золото).

§4. Кути та їхнє вимірювання

Êоли у побуті говорять про кут, наприклад, у кім -
наті, на маéданчику, на ділянці, міæ вулицями тоùо, 
то мають на увазі ôігуру, утворену двома відрізка-
ми-сторонами. На рис. 1.40 дуæкою позначениé один 
із кутів у парку. У геометрії теæ використовується 
сõоæе поняття про кут, коли, наприклад, говорять про 
кути трикутника. Однак у застосуванняõ геомет рії, 
наприклад, при складанні планів місцевості з допо-
могою візування, доводиться розглядати і кути з як 
завгодно продовæеними сторонами, тобто утвореними 
променями. Ïромені містять у собі é відрізки, однак 
æоден відрізок не вмістить променя. Тому аби моæна 
було користуватися як одним, так і іншим уявленням 
про кут, приéмається таке éого означення.

Міжнародний еталон метра

Ðèñ. 1.40

Уроки 
6–7
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Означення . 
Кóòîì називається фігура, що складається 
із двох променів, які мають спільний поча
ток. При цьому кожен із променів назива
ється ñòîðîíîю кута, а їхній спільний поча
ток — âåðøиíîю кута.

Êут позначають або éого вершиною, або сторона-
ми, або вершиною і ùе двома точками, взятими на 
коæніé зі сторін. Саме слово «кут» часто замінюють 
значком ∠.

На рис. 1.41 зобраæениé кут з вершиною Î 
і сто ронами ÎА, ÎВ, які такоæ позначені як a і b. 
Ïозначити цеé кут моæна одним із такиõ способів: 
∠Î, ∠АÎВ, ∠аb або ∠(ab). Ïри цьому позначен-
ня у ôормі ∠Î застосовується лише у тому разі, 
коли при вершині Î не розглядається іншиõ кутів. 
Звернімо такоæ увагу, ùо у позначенні ∠АÎВ вер
øина кута розміщується між точками, взятими 
на сторонах.

Інколи для спроùення рисунків кути позначають 
циôрами. Наприклад, на рис. 1.42 при вершині Î 
зобраæено три кути: ∠1, ∠2 і ∠3.

Означення.
ßкщо сторони кута є взаємно доповняльними 
променями, тобто утворюють пряму, то такий 
кут називається ðîçãîðíóòиì. 

На рис. 1.43 зобраæено розгорнутиé кут Î зі 
сторонами а і b. Фактично — це пряма, з виокрем-
леною на ніé точкою, яка вваæається вершиною 
розгорнутого кута.

Означення. 
Êаæуть, ùо промінь з початком у вершині 
нерозгорнутого кута проходить ì³æ його 
ñòîðîíàìи, якщо він перетинає якийнебудь 
відрізок з кінцями на сторонах кута. 
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На рис. 1.44 зобраæено промінь с, якиé проõо-
дить міæ сторонами а і b нерозгорнутого кута Î: він 
перетинає відрізок АВ з кінцями на сторонаõ кута 
у точці С.

У задачі, розв’язаніé далі на с. 42–43, доводиться, 
ùо коли промінь c перетинає якиé-небудь відрізок 
AB з кінцями на сторонаõ кута O, то він перетинає 
é будь-якиé іншиé такиé відрізок LM. À це означає, 
ùо приéняте означення не залеæить від вибору від-
різка AB.

Для розгорнутого кута вваæається, ùо будь-якиé 
промінь с, якиé виõодить з вершини кута Î, леæить 
між éого сторонами а і b (рис. 1.45).

Êаæуть, ùо промінь, який проходить між сто
ронами кута, розбиває його на два кути. На 
рис. 1.44 і 1.45 промінь с розбиває кут ∠аb на два 
кути: ∠ас і ∠сb.

Точки усіõ променів, які проõодять міæ сторонами 
нерозгорнутого кута, називаються внутріøніми точ-
ками цього кута. Усі інші точки плоùини називаються 
зовніøніми. На рис. 1.46 синім кольором позначені 
внутрішні точки нерозгорнутиõ кутів А і В; решта 
точок — зовнішні. 

Для розгорнутого кута Î внутрішніми вваæаються 
всі точки однієї з півплоùин, граничну пряму якої 
утворюють сторони кута, а зовнішніми — точки іншої 
півплоùини (рис. 1.47).

Отæе, будь-якиé кут розбиває плоùину на дві 
частини. Та частина, яка містить сторони кута і всі 
éого внутрішні точки, називається опуклим плоским 
кутом, а та, ùо містить сторони кута і всі зовнішні 
точки, — увігнутим плоским кутом.

У трикутникаõ, які вивчатимуться далі, усі плоскі 
кути опуклі (рис. 1.48), однак уæе в чотирикутникаõ, 
які вивчатимуться у 8 класі, моæуть бути é увігнуті 
кути (рис. 1.49).
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Êути вимірюють у градусах (gradus — латинською 
мовою «крок»). Градуси позначають круæечком °, 
якиé записують зверõу біля відповідного числа. Якùо, 
наприклад, кут А має градусну міру 60°, то це запи-
сується так: ∠А = 60°.

Êутом з градусною мірою 1° уваæається  1
180

 

частина розгорнутого кута. Якùо міæ сторонами 
розгорнутого кута провести півколо з центром у вер-
шині кута і поділити éого на 180 рівниõ частинок, 
то промені, які виõодять із центра півкола і проõодять 
через сусідні точки поділу, утворюють кути по 1° 
(рис. 1.50). Звісно, ùо в такому разі сам розгорнутиé 
кут дорівнює 180°.

На цьому влаштованиé наéпростішиé прилад для 
вимірювання кутів — транспортир, застосування яко-
го зрозуміле з рис. 1.51, а). Тут ∠ac = 70°, ∠cb = 45°, 
∠ab = 115°. Зауваæте, ùо промінь c проõодить міæ 
сторонами кута ∠ab і при цьому ∠ab дорівнює сумі 
кутів ∠ac і ∠cb.

 Усе це ілюструє таку основну властивість ви
мірювання кутів.

Кîæíиé êóò ìàº ïåâíó ãðàäóñíó ì³ðó, щî âи
ðàæàºòьñÿ äîäàòíиì чиñëîì. Рîçãîðíóòиé êóò 
äîð³âíюº 180°. Гðàäóñíà ì³ðà êóòà äîð³âíюº 
ñóì³ ãðàäóñíиõ ì³ð êóò³â, íà ÿê³ â³í ðîçбиâàºòь
ñÿ бóäьÿêиì ïðîìåíåì, щî ïðîõîäиòь ì³æ éîãî 
ñòîðîíàìи.

Зазначимо, ùо у практичниõ застосуванняõ гео-
метрії, наприклад, в астрономії та геодезії, використо-
вуються é дрібніші від градуса одиниці вимірювання 
кутів. Це — мінута (minuta — дослівно «менша») 
і секунда (secunda — дослівно «друга», тобто друга 
менша одиниця). Одна мінута (позначається 1′) до-

рівнює 1
60

 частині градуса, а одна секунда (позна-
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чається 1′′) дорівнює 1
60

 частині мінути, тобто 1
3600

 

частині градуса. У надточниõ астрономічниõ вимірю-
ванняõ застосовуються навіть терції (tertia — озна-
чає «третя»). Одна терція (позначається 1′′′) дорівнює 
1
60

 частині секунди. Вимірювання з такою величез-

ною точністю здіéснюється шляõом візування з 
викорис танням телескопів і дуæе точниõ меõанізмів 
для їõнього наведення.

Назва приладу «транспортир» поõодить від латин-
ського слова transportare, ùо означає «переносити». 
Це вказує на те, ùо цеé прилад застосовується не 
тільки для вимірювання, а é для перенесення (від-
кладання) кутів.

На рис. 1.51, б) від променя l в одну з півплоùин 
за допомогою транспортира відкладено кут ∠lm, ùо 
дорівнює куту ∠ab. Це ілюструє таку основну влас-
тивість відкладання кутів.

В³ä бóäьÿêîãî ïðîìåíÿ ó çàäàíó ï³âïëîщиíó 
ìîæíà â³äêëàñòи êóò ³ç çàäàíîю ãðàäóñíîю ì³
ðîю, ìåíøîю â³ä 180°, ³ ïðиòîìó — ò³ëьêи îäиí.

Незваæаючи на очевидну сõоæість міæ вимірюван-
ням і відкладанням кутів та вимірюванням і відкла-
дання відрізків, міæ ними існують суттєві відмінності. 
Ïо-перше, для кутів існує абсолютниé і незмінниé 
еталон — розгорнутиé кут, тимчасом як для відріз-
ків еталон моæна вибирати довільно: це моæе бути 
метр, ôут, саæень, лікоть тоùо. (Згадаéте відомиé 
анімаціéниé ôільм «38 папуг», герої якого вимірю-
вали довæину удава і папугами, і мавпами, і навіть 
слониками.) Ïо-друге, для кутів існує наéбільша 
моæлива величина — 180°, а для відрізків наéбіль-
шої величини не існує.

Вимірювання кутів у градусаõ застосовували ùе 
античні астрономи, тимчасом, як метричні одиниці 

Старовинні латунні  
транспортири.

Вгорі. Транспортир, 
виготовлений у Німеччині 

близько 1700 р. (на лінійко-
вій основі — орнамент 
у стилі бароко). Вражає 
його схожість із сучасним 

«øкільним» транспортиром.
Внизу. Транспортир зна-
менитої англійської фірми 

точних інструментів  
Negretti & Zambra  

з поворотним кронøтейном 
(ХІХ ст.)
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для вимірювання відрізків набули повсюдного поши-
рення лише з 2-ї половини ХІХ ст.

Означення. 
Кути, які мають однакові градусні міри, на
зиваються ð³âíиìи.

Рівність кутів записується за допомогою звичаé-
ного знака рівності. На рисункаõ рівні відрізки часто 
позначають однаковою кількістю дуæок біля вершин. 
Наприклад, на рис. 1.52 за допомогою двоõ дуæок 
позначено, ùо ∠Î = ∠Q.

Як і для відрізків, моæливість відкладання кутів 
із заданою градусною мірою забезпечує моæливість 
суміùення рівниõ кутів і порівняння кутів, які не 
є рівними. À саме, аналогічно як для відрізків, моæна 
довести такі твердæення:

1. Яêщî êóòи ð³âí³, òî ¿õ ìîæíà ñóì³ñòиòи.
2. Яêщî íåð³âí³ êóòи â³äêëàñòи â³ä îäíîãî 

é òîãî ñàìîãî ïðîìåíÿ â îäíó é òó ñàìó ï³âïëî
щиíó, то êóò ç ìåíøîю ãðàäóñíîю ì³ðîю бóäå 
чàñòиíîю êóòà ç б³ëьøîю ãðàäóñíîю ì³ðîю, 
à òîìó ìåíøиì â³ä íьîãî.

Нерівності міæ кутами позначають за допомогою 
тиõ самиõ знаків > та <, ùо é нерівності міæ відпо-
відними їм градусними мірами, наприклад, ∠A > ∠B.

Означення. 
Півпряма, яка виходить з вершини кута, 
проходить між його сторонами і ділить 
кут на дві рівні частини, називається 
б³ñåêòðиñîю кута.

Слово «бісектриса» поõодить від латинського 
bissectrix, ùо означає «розтинаюча навпіл». 

На рис. 1.53 півпряма с — бісектриса кута ∠ab. 
Вона ділить цеé кут на два рівниõ кути ∠ac і ∠cb, 
ùо мають спільну сторону c.
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На рис. 1.54 півпряма с — бісектриса розгорнутого 
кута ∠ab. Оскільки розгорнутиé кут має градусну 
міру 180°, то кути ∠ac і ∠cb дорівнюють по 90°.

Означення.
Кут, який дорівнює 90°, називається ïðÿìиì.

Ïрямі кути на рисункаõ часто відзначають знач-
ком . 

Для креслення прямиõ кутів, окрім транспорти-
ра, застосовується косинець (рис. 1.55). Ïроôесіéні 
креслярі використовують рейсøину — інструмент, 
ùо складається із двоõ лініéок різної довæини, скрі-
плениõ у ôормі літери Т (рис. 1.56).

За своєю величиною прямі кути заéмають про-
міæне становиùе міæ гострими é тупими кутами.

Означення.
Кут, величина якого менша від 90°, нази
вається ãîñòðиì, а кут, величина якого більша 
за 90°, але менша від 180°, називається òóïиì. 

На рис. 1.57 зобраæено усі три види нерозгорну-
тиõ кутів, залеæно від їõньої величини — гостриé, 
прямиé і тупиé.

Розв’язуємо разом

Задача. 
Обґрунтувати, ùо приéняте на с. 37 означення 
променя, якиé проõодить між сторонами кута, 
не залеæить від вибору відрізка з кінцями на сто-
ронаõ кута. Тобто, якùо промінь с, ùо виõодить 
з вершини кута Î, перетинає якиéсь відрізок АВ 
з кінцями на сторонаõ а, b кута, то він перетинає 
і будь-якиé іншиé такиé відрізок LM (рис. 1.58).
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Розв’язання. Ïроведемо відрізок BL і обґрун-
туємо, ùо промінь с éого перетинає. Точки А і L 
леæать з одного боку від прямої с, оскільки відрізок 
AL її не перетинає. Точки А і В леæать по різні боки 
від прямої с, оскільки відрізок АВ її перетинає. Точка 
L леæить з того самого боку, ùо é точка А, отæе, по 
різні боки з точкою В, а тому відрізок ВL перетинає 
пряму с у деякіé точці D.

Чи моæе точка D налеæати не променю с, а до-
повняльному до нього променю? Не моæе, оскільки 
доповняльниé промінь міститься по іншиé бік від 
прямої b, ніæ відрізок ВL. Отæе, відрізок ВL пере-
тинає саме промінь с.

Так само, як ùоéно розглянуто відрізки АВ і ВL, роз-
глянемо відрізки ВL і LМ. Оскільки уæе відомо, ùо про-
мінь с перетинає відрізок ВL, то так само виведемо, ùо 
він перетинає і відрізок LМ. Обґрунтування завершено.

Вправи і задачі

 57°. Позначте три точки, що не лежать на одній пря-
мій, і накресліть усі кути з вершинами у кожній з 
цих точок, сторони яких проходять через дві інші 
точки. Скільки всього кутів буде побудовано? Як 
зміниться відповідь, якщо точки лежатимуть на 
одній прямій? 

 58°. Виміряйте за допомогою транспортира кути А, В, С, 
D, зображені на рис. 1.59, і на цій підставі вкажіть, 
котрі з цих кутів гості, котрі — тупі, а котрі, можли-
во, — прямі.

 59°. Проведіть промінь ОА і за допомогою транспор-
тира відкладіть від нього у різні півплощини кути 
∠АОВ = 55° і ∠АОС = 75°. Визначте градусну міру 
кута ВОС. Як зміниться результат, якщо кути АОВ 
і АОС відкласти в одну півплощину? Обґрунтуйте 
свої відповіді.
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 60°. За допомогою транспортира накресліть кути з гра-
дусними мірами 30°, 60° і 120°, а потім проведіть 
їхні бісектриси. Утвориться ціла низка нових кутів. 
Чи будуть серед «старих» і нових кутів рівні?

 61°. Скільки різних кутів утворюють чотири промені à, 
b, ñ, d, що виходять зі спільного початку (рис. 1.60). 
Запишіть позначення цих кутів.

 62°. Чи є промінь à бісектрисою кута АОВ у випадках, 
зображених на рис. 1.61, а)-в)?

 63°. Визначте кути, які утворюють хвилинна і годинна стрілки годинника у кожний 
момент часу, коли годинник показує цілу кількість годин. Чи є серед цих кутів 
рівні?

 64°. Чи може сума градусних мір двох гострих кутів бути: а) більшою; б) меншою; 
в) рівною градусній мірі прямого кута?

 65°. Чи може кут між бісектрисою і стороною кута бути: а) тупим; б) прямим?
 66. Чи істинні такі твердження:
  а) кут, який менший від прямого, — гострий, а кут, який більший за прямий, — 

тупий;
  б) будь-який кут, який менший від тупого, — гострий;
  в) будь-який кут, який менший від розгорнутого, — тупий;
  г) різниця двох тупих кутів менша від прямого кута?
 67. Промінь c проходить між сторонами кута ∠àb. Визначте:
  а) ∠àb, якщо ∠àñ = 32°, ∠bñ = 74°;
  б) ∠àñ, якщо ∠àb = 138°, ∠bñ = 61°;
  в) ∠bc, якщо ∠àb = 90°, ∠àñ = 39°.
 68. Чи може промінь ñ проходити між сторонами кута ∠àb, якщо: 
  а) ∠àñ = 30°, ∠bc = 70°, ∠àb = 40°; 
  б) ∠àñ = 105°, ∠ñb = 80°, ∠àb = 40°; ∠àñ > ∠ab?

Ðèñ. 1.60

a
b

c

d

Ðèñ. 1.61

A

BO

50°

40°

a

a)

O

110°

á) â)

110°

a

A

B

a 55°

55°
O

B

A



45§4. Кути та їхнє вимірювання

 69. Між сторонами кута ∠àb, градусна міра якого дорівнює 60°, проведено про-
мінь ñ. Визначте кути ∠àñ і ∠bc, якщо:

  а) кут ∠àñ на 20° більший за кут ∠bc;
  б) кут ∠àñ утричі менший від кута ∠bc;
  в) градусні міри кутів ∠àñ і ∠bc відносяться, як 3 : 7.
 70. Промінь ОС проходить між сторонами кута АОВ і при цьому ∠АОС = 45°, 

∠СОВ = 60°. Проведено промінь ОD, для якого ∠ВOD = 15°. Визнач те гра-
дусну міру кута АОD. Скільки розв’язків має ця задача?

 71. На рис. 1.62 промені à і b — доповняльні, ñ — до-
вільний інший промінь з тим самим початком, що й 
у променів à і b. Накресліть такий рисунок у зошиті 
і проведіть за допомогою транспортира бісектриси 
кутів ∠àñ і ∠ñb. Потім виміряйте кут між цими бісек-
трисами. Можливо, результат, який ви дістанете, 
наштовхне вас на певний загальний висновок?

 72. У прямому куті між його сторонами проведено до-
вільний промінь, а потім — бісектриси обох кутів, 
на які цей промінь ділить прямий кут. Чому дорівнює кут між бісектрисами? 
Як зміниться відповідь, якщо кут буде не прямим, а дорівнюватиме, напри-
клад, 70° чи 120°? Чи не наштовхують вас ці запитання на певний загальний 
висновок?

 73•. Розгляньте обернену ситуацію до тієї, що описана у попередній задачі. Тобто 
нехай у якомусь куті О з невідомою градусною мірою проведено промінь 
між його сторонами, а потім — бісектриси кутів, на які цей промінь розбиває 
кут О. Нехай кут між бісектрисами має градусну міру n°. Чи можна знайти 
градусну міру кута О?

 74•. З деякої точки проведено три промені так, що всі кути, які утворюють будь-які 
два з них, рівні між собою. Визначте ці кути.

 75•. Чи можна з деякої точки провести чотири або п’ять променів так, щоб кути, 
які утворюють будь-які два із цих променів, були рівними між собою? Якщо 
можна, то якими будуть ці кути?

 76•. У вас є шаблон кута з градусною мірою 75°. Якої величини кути можна на-
креслити, використовуючи лише цей шаблон?
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Як вимірювали кути у різні часи

Прилади для вимірювання кутів
Транспортир і астролябія. Наéдавнішим 

прообразом транспортира був кутомірниé прилад, 
якиé використовували астрономи, — астролябія. 
Транспортир — це половина астролябії.

Вваæається, ùо астролябію винаéшов у ІІ ст. 
до н. е. знаменитиé грецькиé астроном Гіппарõ 
(180-125 до н.е.), а вдосконалив середньовічниé 
німецькиé астроном та математик Регіомонтан (Éоганн 
Ìюллер) (1436-1476). Цеé прилад слугував для 
визначення полоæення небесниõ світил на небесніé 
сôері. Для прикладу, на гравюрі ХVІ ст., відтвореніé 
на рис. 1.63, відобраæениé один зі способів для 
визначення горизонтального напрямку на світило, 
якиé застосовувався мореплавцями.

Ïочатково астролябію використовували здебільшого 
для визначення висоти світил над горизонтом. Із цією 

Ðèñ. 1.63
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Гіппарх (з небесним глобу-
сом) і Птолемеé (із земним 
глобусом). Деталь фрески 
Рафаеля «Афінська øкола» 

(1509–1511 рр.)



47§4. Кути та їхнє вимірювання

метою її виготовляли у вигляді ваæкого мідного диска — 
лімба, якиé підвішували за кільце у вертикальному 
полоæенні (рис. 1.64). Ïо краю лімба наносилася шкала 
від 0° до 360°. Ïряма ÃÃ

1
, ùо сполучала поділки 0° 

і 180°, заéмала горизонтальне полоæення. У центрі лімба 
кріпилася руõома стрілка АА

1 — алідада. На її кінцяõ 
розміùувалися перпендикулярні до лімба пластинки 
з отворами — діоптри.

Для визначення висоти світила над горизонтом 
спостерігач прикладав око до ниæнього діоптра А 
і повертав алідаду доти, поки світило не було видно 
одразу через обидва діоптри. Ïоділка на шкалі, на 
якіé зупинявся краé алідади (А чи А

1
), вказувала на 

висоту світила над горизонтом у градусаõ.
Квадранти, секстанти та октанти. Бурõливиé 

розвиток астрономії, якиé розпочався в ªвропі з 
початком епоõи Відродæення, вимагав значно більшої 
точності від астрономічниõ вимірювань, ніæ її могли 
забезпечити давні астролябії. Цього моæна було 
досягти лише за раõунок збільшення лімба. Àдæе чим 
більша кругова шкала на éого краю, тим більшою буде 
відстань міæ сусідніми поділками, а це давало змогу 
визначати не тільки кількість цілиõ градусів у куті, 
а é кількість їõніõ частин — мінут і навіть секунд.

Водночас було помічено, ùо в більшості астрономічниõ 
вимірювань ôактично використовується не вся 
кругова шкала астролябії, а лише певна її частина. 
Тому замість усієї астролябії у збільшеному вигляді 
виготовляли лише квадранти, секстанти і октанти, 

тобто відповідно 1
4
,  1
6

 і 1
8

 частини астролябії. Спо-

сіб використання квадранта відобраæено на старовинніé 
гравюрі, відтвореніé на рис. 1.65. À на рис. 1.66 
зобраæено поєднання в одному приладі квадранта 
é астро лябії, запропоноване видатним данським астро-
номом Тиõо Браге (1546-1601). 

Окрім численниõ гравюр із зобраæенням кутомірниõ 
інструментів, створениõ õудоæниками, астрономи ùе 
é у свіé спосіб засвідчили свою любов і повагу до 
циõ приладів, назвавши Секстантом одне із сузір’їв у 
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південніé частині неба. Відповідну пропозицію подав 
видатниé польськиé астроном Ян Гевеліé (1611-1687), 
автор всесвітньовідомого атласу зоряного неба. Історія 
символічна é повчальна. Для проведення дослідæень 
Гевеліé збудував обсерваторію é величезниé секстант 
у своєму місті ¥данську. Àле затуркані é настрашені 
городяни спалили прилад. Тоді Гевеліé вирішив 
«перенести éого на небо» é увічнити в назві сузір’я, 
аби вæе ніколи нічия зла рука не могла до нього 
дотягнутися. Однак на тоé час якраз не було ùе не 
названого сузір’я, яке б своєю ôормою нагадувало 
секстант (принцип, ùо éого дотримувалися при 
утворенні назв більшості сузір’їв). Тому Гевеліé вибрав 
сузір’я, яке õоч і не нагадувало за своїми контурами 
секстант, проте знаõодилося міæ сузір’ям Ëева 
(якраз під éого лапами) та Гідри і тому мало їõніé 
символічниé заõист (рис. 1.67).

Телескоп і теодоліт. Наступне суттєве удосконален-
ня в конструкцію астролябії вніс ôранцузькиé астроном 
Жан Ïікар (1620-1682) в середині ХVІІ ст. Він замінив 
діоптри підзорною трубою, винаéденою незадовго до 
цього ¥алілеєм, а для плавного переміùення алідади 
використав мікрометричниé гвинт. Усе це значно 
підвиùувало точність вимірювань і не потребувало 
використання великиõ шкал.

Ïодальші удосконалення астролябії продовæилися 
у напрямку використання замість підзорної труби 
наéрізноманітнішиõ телескопів. À для прове ден ня 
наземниõ (геодезичниõ) вимірювань було сконструéовано 
теодоліт (рис. 1.68) (назва утворена від грецькиõ слів 
«теомаé» — дивитися і «доліõос» — довгиé).

Теодоліт має два лімби, розміùені у вертикальніé і 
горизонтальніé плоùинаõ. Це дає змогу застосовувати 
цеé прилад як для складання планів, так і для проведення 
нівелювання, тобто визначення відносниõ висот.

Áусоль. Êути, які застосовуються у морськіé та 
повітряніé навігації, вимірюють у горизонтальніé 
плоùині від напрямку на північ проти руõу годинникової 
стрілки від 0° до 360°. Êоæен такиé кут називається 
курсом. Ïрилад, ùо дає змогу вимірювати курс, 

Ðèñ. 1. 86
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поєднує в собі античну астролябію і компас. Він 
називається бусоллю (рис. 1.69) («бусоль» — до-
слівно з ôранцузької «компас»). На принципі бусолі 
конструюється сучасне навігаціéне обладнання для 
морськиõ та повітряниõ суден.

Як бачимо, звичниé нам транспортир має дуæе 
давню історію é водночас утілюється в наéсучаснішиõ 
приладаõ.

Одиниці для вимірювання кутів
Ãрадуси. Наéпоширенішими одиницями для вимі-

рю вання кутів є градуси. Уæе зазначалося, ùо латин-
сь ке слово gradus, від якого утворено цю назву, 
означає «крок», «ступінь», і ùо величина кута 1 градус 

(1°) дорівнює 1
180

 частині розгорнутого кута (див. 

с. 39).
Чим пояснити таку назву і таку величину? 
Ще дав ньо вавилонські æерці помітили, ùо під час 

рівнодення (тобто коли день і ніч мають однакову 
тривалість) со няч ниé диск упродовæ свого руõу 
небосõилом (рис. 1.70) укладається в проéденому 
шляõу рівно 2 × 180 разів. À оскільки цеé шляõ — 
півколо, то цілком природно було розбивати éого на 
180 такиõ подвіéниõ кроків Сонця. Саме ці кроки 
пізніше é були названі градусами.

Спостереæення за руõом Сонця упродовæ дня 
підтвердæувалися é відповідними спостереæеннями 
за éого руõом упродовæ року. У ті часи вваæалося, 
ùо рік триває 360 діб. Тому весь річниé шляõ Сонця 
небосõилом — так зване зодіакальне коло — теæ 
ділився на 360 подвіéниõ кроків, тобто градусів, а éого 
половина, відповідно, — на 180 градусів.

Нарешті, свіé вплив на вибір основи для визначення 
градуса могло мати é те, ùо у Давньому Вавилоні 
застосовувалася шістдесяткова система числення, 
а число 180 ділиться без остачі на основу 60 цієї 
системи. Із цим самим пов’язано é ділення градуса на 
60 мінут, а мінути — на 60 секунд.
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В античну епоõу старовинну вавилонську сис-
тему переéняли грецькі астрономи, зокрема, наéви-
дат нішиé з ниõ Êлавдіé Ïтолемеé (І-ІІ ст. н. е.). 
Àвторитет Ïтолемея сприяв тому, ùо ця система 
набула повсюдного поширення в епоõу Відродæення, 
а потім і в пізніші часи. У результаті ми é тепер, 
як і давні вавилоняни, греки та середньовічні євро-
пеéці вимірюємо кути у градусаõ, вваæаючи, ùо 
розгорнутиé кут має саме 180°.

Цікаве поõодæення самого позначення для градусів. 
Êути з величиною 1° Ïтоломеé називав моé рами, ùо 
в перекладі з грецької мови означає «частини». Слово 
µοιρα він скорочував двома першими літерами, 
причому другу літеру писав меншою від першої 
і вгорі — µο. Ïізніше залишилася лише маленька 
літера ο. Це скорочення застосовується é досі.

Зведений перелік основних теоретичних  
відомостей, вивчених у розділі І

Що вивчається у геометрії
Ãеометрія — наука про геометричні ôігури.
Планіметрія — частина геометрії, в якіé вивчаються геометричні ôігури, роз-

міùені на плоùині.
Наéелементарнішими ôігурами на плоùині вваæаються точки і прямі. За до-

помогою ниõ конструюються усі інші плоскі ôігури.
Точки і прямі. Проведення прямої

Ô³ãóðà

Òî÷êà

A

B
C

D

Уявлення про точку дає слід на аркуші від тонко 
загостреного олівця. Вваæається, ùо точка не має розмірів 
і ùо на плоùині існує безліч точок. 

У застосуванняõ геометрії точками моæуть уваæатися 
будь-які реальні об’єкти, розмірами якиõ за даниõ умов 
моæна знеõтувати.

Точки позначаються великими літерами латинського 
алôавіту. Наприклад: А, В, С, D.

Êлавдіé Птолемеé. 
Старовинна гравюра
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A

B
l

Уявлення про пряму дає лінія, проведена під лініéку. 
Інші реальні прообрази прямої — натягнуті мотузки, 

світ лові і зорові промені.
На коæніé пряміé існує безліч точок, однак для 

проведення прямої достатньо лише двоõ точок.
Îсновна властивість проведення прямої:
чåðåç бóäьÿê³ äâ³ òîчêи ìîæíà ïðîâåñòи ïðÿìó, 

³ äî òîãî æ — ò³ëьêи îäíó.
Ïрямі позначають або двома великими літерами, якими 

позначені які-небудь дві точки прямої, або однією малою 
латинською літерою. Наприклад: АВ, l.

m

P

n

Ïро дві прямі m і n, які мають одну спільну точку Р, 
ка æуть, ùо вони ïåðåòиíàюòьñÿ у ціé точці.

b

a Якùо прямі a і b не мають æодної спільної точки, то 
вони називаються ïàðàëåëьíиìи (в дослівному перекладі 
з грецької — «éдуть поруч»). 

Скільки б не продовæувати зобраæення паралельниõ 
прямиõ, вони ніколи не перетнуться.

Розміщення точок на прямій. Відрізки і промені

A BÑ l

Îсновна властивість розміщення точок на прямій: 
³ç òðьîõ òîчîê ïðÿìî¿ îäíà, ³ ò³ëьêи îäíà, ëåæиòь 

ì³æ äâîìà ³íøиìи.
Якùо точка С леæить на пряміé l міæ точками А і В, то 

каæуть такоæ, ùо точки А і В леæать по різні боки від точки 
С, або ùо точки С і В леæать з одного боку від точки А, 
а точки А і С — з одного боку від точки В.

A B

Відрізок — це частина прямої, ùо складається з усіõ 
точок прямої, які леæать міæ двома її точками, разом із 
цими точками. Ці точки називаються ê³íцÿìи відрізка, а всі 
решта точок називаються âíóòð³øí³ìи òîчêàìи відрізка.

Ïозначають відрізки зазвичаé їõніми кінцями. Наприклад: АВ.
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O

X
l

A

Промінь (або півпряма) — це частина прямої, ùо 
складається з усіõ точок цієї прямої, які леæать з одного 
боку від деякої її точки, разом із цією точкою. Ця точка 
називаються ïîчàòêîì променя, а всі решта точок нази-
ваються внутріøніми точками променя.

Ïозначають промені або двома великими літерами, з якиõ 
перша вказує на початок променя, а друга — на яку-небудь 
внутрішню точку, або однією малою літерою. Наприклад: 
ÎА, OX, l.

Два промені однієї прямої зі спільним початком нази-
ваються äîïîâíÿëьíиìи (або âçàºìíî äîïîâíÿëьíиìи).

Розміщення точок на площині відносно прямої. Півплощини

l

B

A

C

Îсновна властивість розміщення точок на площині 
відносно прямої:

êîæíà ïðÿìà ðîçбиâàº ïëîщиíó íà äâ³ ï³âïëîщиíи.
Це розбиття має таку властивість: коæен відрізок АВ, ùо 

сполучає точки однієї півплоùини, не перетинає граничної 
прямої l, а коæен відрізок АС, ùо сполучає точки різниõ 
півплоùин, перетинає її. 

Вимірювання і відкладання відрізків. Рівність відрізків

A

B

C

AB AC CB= +

Îсновна властивість вимірювання відрізків:
êîæíиé â³äð³çîê ìàº ïåâíó äîâæиíó, щî âиðàæàºòьñÿ 

äîäàòíиì чиñëîì. Дîâæиíà â³äð³çêà äîð³âíюº ñóì³ 
äîâæиí чàñòиí, íà ÿê³ â³í ðîçбиâàºòьñÿ бóäьÿêîю 
ñâîºю âíóò ð³øíьîю òîчêîю.

Відрізки АВ і CD, які мають однакову довæину, нази-
ваються ð³âíиìи.

A

B

Ñ D l

CD AB=

Îсновна властивість відкладання відрізків:
íà бóäьÿêîìó ïðîìåí³ â³ä éîãî ïîчàòêó ìîæíà 

â³äêëàñòи â³äð³çîê бóäьÿêî¿ çàäàíî¿ äîâæиíи, ³ ïðи
òîìó — ò³ëьêи îäиí

З основниõ властивостеé вимірювання і відкладання 
відрізків випливає, ùо ð³âí³ â³äð³çêи ìîæíà ñóì³ñòиòи.

BMA

AM MB=

Точка M, яка ділить відрізок AB на дві рівні частини, 
назива ється ñåðåäиíîю відрізка AB.
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Кути

O

A

B

1

a

b

Кут — це ôігура, ùо складається з двоõ променів, які 
мають спільниé початок. Ïри цьому коæен із променів 
називається ñòîðîíîю кута, а їõніé спільниé початок — 
âåðøиíîю кута.

Якùо Î — вершина кута, ÎА і ÎВ — éого сторони, то 
позначити цеé кут моæна так: ∠Î або ∠АÎВ. 

Якùо сторони кута позначені через а і b, то кут позна-
чають у ôормі ∠аb або ∠(ab).

Інколи кути позначають циôрами. Наприклад, ∠1.

Oa b
Якùо сторони а, b кута Î є взаємно доповняльними 

променями, то такиé кут називається ðîçãîðíóòиì. 

O b

a

c
A

B

Ïромінь с з початком у вершині Î нерозгорнутого кута 
проõодить ì³æ éîãî ñòîðîíàìи a, b, якùо він перетинає 
якиé-небудь відрізок АВ з кінцями на сторонаõ кута. 

Ìоæна обґрунтувати, ùо промінь, якиé леæить міæ 
сторонами нерозгорнутого кута, перетинає усі відрізки 
з кін цями на éого сторонаõ.

O

ab

c
Для розгорнутого кута ∠аb уваæається, ùо будь-якиé 

промінь с, якиé виõодить з вершини кута Î, леæить міæ 
éого сторонами а і b.

A B

O

Точки усіõ променів, які проõодять міæ сторонами 
нерозгорнутого кута, називаються внутріøніми точками 
цього кута. Решта точок плоùини називаються зовніøніми 
точками кута.

Для розгорнутого кута внутріøніми уваæаються всі 
точ ки однієї з півплоùин, граничну пряму якої утворюють 
сторони кута.

Êоæен кут розбиває плоùину на дві частини. Та частина, 
яка містить сторони кута і всі внутрішні точки кута, нази-
вається îïóêëиì ïëîñêиì кутом, а та, ùо містить сторони 
кута і всі зовнішні точки, — óâ³ãíóòиì ïëîñêиì êóòîì.
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Вимірювання і відкладання кутів. Рівність кутів

1�

Êути вимірюють у градусаõ, зокрема — за допомогою 

транспортира. Êутом з градусною мірою 1° уваæається 1
180

 

частина розгорнутого кута. 
Дрібнішими одиницями для вимірювання кутів є мінута 

і секунда Одна ì³íóòà (1′) дорівнює 1
60

 частині градуса, 

одна ñåêóíäà (1′′) дорівнює 1
60

 частині мінути.

b a

�ab = 180°

b

a

c

� � �ab ac cb= +

Îсновна властивість вимірювання кутів:
êîæíиé êóò ìàº ïåâíó ãðàäóñíó ì³ðó, щî 

âиðàæàºòьñÿ äîäàòíиì чиñëîì. Рîçãîðíóòиé êóò 
äîð³âíюº 180°. Гðàäóñíà ì³ðà êóòà äîð³âíюº ñóì³ 
ãðàäóñíиõ ì³ð êóò³â, íà ÿê³ â³í ðîçбиâàºòьñÿ бóäь
ÿêиì ïðîìåíåì, щî ïðîõîäиòь ì³æ éîãî ñòîðîíàìи.

l
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Îсновна властивість відкладання кутів:
â³ä бóäьÿêîãî ïðîìåíÿ ó çàäàíó ï³âïëîщиíó ìîæíà 

â³äêëàñòи êóò ³ç çàäàíîю ãðàäóñíîю ì³ðîю, ìåíøîю 
â³ä 180°, ³ ïðиòîìó — ò³ëьêи îäиí.

На рисунку від променя l відкладено кут ∠lm, ùо 
дорівнює 115°.

O

Q

� �O Q=

Êути, які мають однакові градусні міри, називаються 
ð³âíиìи.

З основниõ властивостеé вимірювання і відкладання кутів 
випливає, ùо ð³âí³ êóòи ìîæíà ñóì³ñòиòи.

b

a

c

� �ac cb=

Ïромінь с, якиé виõодить з вершини кута ∠аb, проõодить 
міæ éого сторонами і ділить кут на два рівниõ кути, 
називається б³ñåêòðиñîю кута ∠аb. 
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Види кутів

A

� �A ïðÿìèé= 90 —
B

� �B ãîñòðèé< 90 —

C

� �C òóïèé> 90 —

Êут, градусна міра якого дорівнює 90°, називається ïðÿìиì.
Êут, градусна міра якого менша від 90°, називається ãîñòðиì, а кут, градусна 

міра якого більша за 90°, але менша від 180°, називається òóïиì.

Перевір себе

 1. Що вивчає геометрія? Що таке геометрична фігура? Назвіть відомі вам при-
клади геометричних фігур.

 2. Які геометричні фігури вважаються основними на площині? Як вони зобра-
жуються і позначаються?

 3. Сформулюйте основну властивість проведення прямої.
 4. Яким може бути взаємне розміщення двох прямих на площині?
 5. Сформулюйте основну властивість розміщення точок на прямій.
 6. Дайте означення відрізка. Як позначаються відрізки?
 7. Що таке промінь (півпряма)? Як позначаються промені? 
 8. Які промені називаються доповняльними?
 9. Сформулюйте основну властивість розміщення точок на площині. 
 10. Що означає вислів: «Пряма розбиває площину на дві півплощини»?
 11. Сформулюйте основну властивість вимірювання відрізків. Які відрізки нази-

ваються рівними? Як записується рівність відрізків?
 12. Що таке відстань між двома точками?
 13. Що таке середина відрізка?  
 14. Сформулюйте основну властивість відкладання відрізків.
 15. Обґрунтуйте, що коли відрізки рівні, то їх можна сумістити.
 16. Дайте означення кута. Як позначаються кути?
 17. Який кут називається розгорнутим?
 18. Поясніть, що означає вислів: «Промінь проходить між сторонами кута».
 19. Що таке плоский кут? Які плоскі кути називаються опуклими, які — увігнутими?
 20. В яких одиницях вимірюються кути?
 21. Сформулюйте основні властивості вимірювання та відкладання кутів.
 22. Які кути називаються рівними?
 23. Як можна обґрунтувати, що коли кути рівні, то їх можна сумістити?
 24. Що таке бісектриса кута?
 25. Які кути називаються прямими, які — гострими, які — тупими?
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Завдання для повторення та проведення контрольних  
робіт до розділу І

 1°. а) На рис. 1.71 знайдіть усі прямі, які проходять через точку D, але не про-
ходять через точку В. Випишіть усі можливі позначення для них.

  б) На рис. 1.71 знайдіть усі прямі, які проходять через точку О, але не про-
ходять через точку С. Випишіть усі можливі позначення для них.

 2°. а) За рис. 1.72 випишіть усі промені, які перетинають відрізок АВ, але не 
перетинають відрізок СD.

  б) За рис. 1.72 випишіть усі промені, які перетинають відрізок CD, але не 
перетинають відрізок AB.

 3°. а) За рис. 1.73 випишіть позначення трьома буквами усіх кутів із вершиною Q.
  б) За рис. 1.73 випишіть позначення трьома буквами усіх кутів із вершиною P.
 4°. а) Які із тверджень стосовно співвідношення між довжинами відрізків на 

рис. 1.74, а) є істинними: 
  1) MN = PQ;  2) MN > PQ;  3) NP > NQ; 

  4) NQ = NP + PQ;  5) MN + PN + PQ = MQ?
  б) Які із тверджень стосовно співвідношення між 

величинами кутів на рис. 1.74, б) є істинними: 
1) ∠bd > ∠ad; 2) ∠bd > ∠ac; 3) ∠ab < ∠ac + ∠bd; 
4) ∠ab = ∠ad + ∠db; 5) ∠ab = 180°?

 5. а) На промені ОА позначено точку С. Відомо, що 
ОА = 8 см, а відрізок АС більший за відрізок ОА 
на 3 см. З’ясуйте, котра з точок О, А, С лежить між 
двома іншими та знайдіть довжину відрізка ОС.
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  б) На промені ОК позначено точку Р. Відомо, що ОР = 3 см, а відрізок РК 
удвічі більший за ОР. З’ясуйте, котра з точок О, К, Р лежить між двома іншими 
та знайдіть довжину відрізка ОК.

 6. а) Точка А належить відрізку PQ. Відрізок РА утричі довший за відрізок АQ. 
Визначте довжини відрізків РА і РQ, якщо PQ = 12 см.

  б) Точка Р лежить на прямій АВ і при цьому точка В розміщена між точками А 
і Р. Відомо, що відрізок АВ удвічі менший від відрізка ВР. Визначте довжину 
відрізка ВР, якщо АР = 15 см.

 7. а) З вершини розгорнутого кута POQ проведені у різні боки від прямої PQ 
промені ОА і ОВ так, що ∠РОА = 75°, ∠ QOB = 125°. Визначте кут АОВ.

  б) З вершини розгорнутого кута АОВ проведені у різні боки від прямої АВ 
промені ОК і ОМ так, що ∠КОВ = 100°, ∠ МОА = 125°. Визначте кут КОМ.

 8. а) Промінь ОА проходить між сторонами кута МОN, що дорівнює 95°. Кут 
МОА на 25° більший за кут АОN. Визначте кути МОА і АОN.

  б) Промінь ОР проходить між сторонами кута АОВ, що дорівнює 72°. Кут 
АОР утричі більший за кут ВОР. Визначте кути АОР і ВОР.

 9. а) На відрізку АВ завдовжки 12 см позначені точки P і Q так, що AP = 7 см, 
PQ = 3 см. Визначте довжину відрізка QB.

  б) Всередині кута ∠àb, що дорівнює 130°, проведено промені ñ і d так, що 
∠àñ = 60°, ∠ñd = 20°. Визначте величину кута ∠bd.

 10. а) Промені ОВ і ОС проходять усередині кута АОD і ∠АОС = ∠DОВ. Обґрун-
туйте, що тоді ∠АОВ = ∠DОС.

  б) Промені ОВ і ОС не проходять усередині кута АОD і ∠АОС = ∠DОВ. 
Обґрунтуйте, що тоді ∠АОВ = ∠DОС.

 11•. а) На прямій послідовно позначені точки О, Р, А, В так, що ОР = 2 см, РА = 
= 6 см, ОВ = 14 см. Визначте відстань між серединами відрізків ОА і РВ. 

  б) На прямій послідовно відкладені відрізки АВ, ВС і СD так, що АВ : ВС = 2 : 3, 
АD = 15 см, CD = 5 см. Визначте відстань між серединами відрізків АВ і СD. 

 12•. а) Точки А, В, С лежать на одній прямій, і при цьому АВ = 10 см, ВС = 12 см. 
Яка із цих точок не може лежати між двома іншими?

  б) Точки А, В, С лежать на одній прямій, і при цьому АВ = 8 см, ВС = 3 см. 
Яка із цих точок не може лежати між двома іншими?

 13•. а) ОВ — бісектриса кута АОС, промінь ОD проходить між його сторонами. 
Відомо, що ∠АОD= 80°, ∠СОD = 20°. Визначте кут ВОD.

  б) ОВ — бісектриса кута АОС, промінь ОD не проходить між його сторонами. 
Відомо, що ∠АОD= 140°, ∠СОD = 60°. Визначте кут ВОD.

 14•. а) Промінь, проведений з вершини прямого кута, ділить цей кут на два менші 
кути. Обґрунтуйте, що кут між бісектрисами цих кутів дорівнює 45°.

  б) Промінь, проведений з вершини кута О, ділить цей кут на два кути. Кут 
між бісектрисами утворених менших кутів дорівнює 45°. Обґрунтуйте, що кут 
О — прямий.



Ваñилü Êандинñüкиé (1866–1944).  
Êомпозиція номер VIII (1923 р.).

У цій усесвітньо відомій картині один із засновників живописного абстракціонізму відобразив своє 
сприйняття геометричних кодів Всесвіту. Приводом стало спостереження сонячного затемнення. 
Найважливіøими формоутворюючими елементами у кодах Всесвіту, як уважав В. Кандинський, є 
прямі лінії і кола. Прямі ми детально вивчатимемо у цьому розділі, кола — в останньому розділі.



Розділ ІI Взаємне розміщення  
прямих на площині

  Вступ

«Тоé, õто добре вивчив пряму, не матиме трудно-
ùів з геометрією», — часто повторював своїм учням 
у знаменитіé Ïолітеõнічніé школі в Ïариæі відомиé 
ôранцузькиé математик і громадськиé діяч Гаспар 
Ìонæ (1746–1818).

На попередніõ урокаõ ви розпочали ґрунтовне ви-
вчення прямої. Ïерші ôакти, з якими ви ознаéоми-
лися, стосувалися саме цієї ôігури. То були основні 
властивості про проведення прямої, про розміùення 
точок на пряміé і про розміùення точок на плоùи-
ні відносно прямої. Отæе, éшлося про властивості 
окремо взятої прямої. Наступним кроком має бути 
дослідæення взаємного розміùення двоõ прямиõ. 
Цьому é присвячуватиметься цеé розділ.

Однак перш, ніæ безпосередньо переéти до розгля-
ду циõ питань, нам потрібно зробити декілька вкраé 
ваæливиõ для подальшого зауваæень. Ïри цьому ми 
будемо посилатися і на тоé невеликиé досвід вивчен-
ня геометрії, якиé ви вæе маєте.

Пам’ятник Гаспару Монжу 
у містечку Боні (Бургун-

дія), в якому він народився. 
Відомий скульптор Фран-
суа Рюд увічнив великого 
ученого в образі професора 
Політехнічної øколи під час 

лекції з геометрії.

Уроки 
8–10
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Про аксіоми, теореми і доведення у геометрії

На попередніõ урокаõ ви не могли не помітити, 
ùо при виборі основниõ полоæень для ôундаменту 
геометрії ми постіéно вдавалися до певниõ логіч-
ниõ обґрунтувань. Наприклад, ваæливість основниõ 
властивостеé прямої пояснювали тим, ùо ці вла-
стивості могли б і не виконуватися, якби геометрія 
будувалася не для земного, а для якогось іншого 
світу, наприклад, для невеличкої кулястої планети 
Ìаленького Ïринца або для планети у ôормі бубли-
ка. Що æ до деякиõ наслідків, то ми виводили їõ з ос-
новниõ полоæень винятково логічними міркуваннями, 
навіть якùо é без того вони начебто не викликали 
сумнівів. Наприклад, у §1 обґрунтовувалося, ùо дві 
прямі не моæуть мати більше однієї спільної точки, 
а в §4 — ùо рівні відрізки моæна сумістити.

У цьому — вся суть геометрії: геометрія — тео-
ретична наука, в якіé усі ôакти виводяться логічним 
шляõом (за допомогою міркувань) з певного переліку 
основниõ полоæень. Ці основні полоæення назива-
ються ùе аксіомами геометрії. У дослівному пере-
кладі з грецької слово «аксіома» означає «повага» 
«авторитет», а в математиці вæивається у значенні 
незаперечної істини, підстави для логічниõ виведень.

Усі зазначені в попередньому розділі основні 
властивості наéпростішиõ геометричниõ ôігур є ак
сіомами геометрії. Àби чіткіше уявляти собі цеé 
ôундамент геометрії, перелічимо їõ тут ùе раз.

І. Àксіома проведення прямої. Чåðåç бóäьÿê³ äâ³ 
òîчêи ìîæíà ïðîâåñòи ïðÿìó, ³ äî òîãî æ — 
ò³ëьêи îäíó.

ІІ. Àксіома розміùення точок на пряміé. Іç òðьîõ 
òîчîê ïðÿìî¿ îäíà, ³ ò³ëьêи îäíà, ëåæиòь ì³æ 
äâîìà ³íøиìи.

Усі доказові науки за
стосовують аксіоми. Ак
сіо ми мають найвищий 
сту пінь загальності, а то
му є початком усього.

Аристотель (кі-
нець 4-го — по-
чаток 3-го ст. до 
н. е) — один із 
найвидатніших 
учених-приро-

додослідників і філософів усіх 
часів.  Портрет-реконструкція 
з ан тичного бюсту.
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ІІІ. Àксіома розміùення точок на плоùині віднос-
но прямої. Кîæíà ïðÿìà ðîçбиâàº ïëîщиíó íà äâ³ 
ï³âïëîщиíи, щî ìàюòь ñï³ëьíó ãðàíичíó ïðÿìó.

ІV. Àксіома вимірювання відрізків. Пðи âибðàí³é 
îäиíиц³ âиì³ðюâàííÿ êîæíиé â³äð³çîê ìàº ïåâ
íó äîâæиíó, щî âиðàæàºòьñÿ äîäàòíиì чиñëîì. 
Дîâæиíà â³äð³çêà äîð³âíюº ñóì³ äîâæиí чàñòиí, 
íà ÿê³ â³í ðîçбиâàºòьñÿ бóäьÿêîю ñâîºю âíóòð³ø
íьîю òîчêîю.

V. Àксіома відкладання відрізків. Пðи âибðàí³é 
îäиíиц³ âиì³ðюâàííÿ íà бóäьÿêîìó ïðîìåí³ â³ä 
éîãî ïîчàòêó ìîæíà â³äêëàñòи â³äð³çîê бóäьÿêî¿ 
çàäàíî¿ äîâæиíи, ³ ïðиòîìó — ò³ëьêи îäиí.

VI. Àксіома вимірювання кутів. Кîæíиé êóò ìàº 
ïåâíó ãðàäóñíó ì³ðó, щî âиðàæàºòьñÿ äîäàòíиì 
чиñëîì. Рîçãîðíóòиé êóò äîð³âíюº 180°. Гðàäóñíà 
ì³ðà êóòà äîð³âíюº ñóì³ ãðàäóñíиõ ì³ð êóò³â, íà 
ÿê³ â³í ðîçбиâàºòьñÿ бóäьÿêиì ïðîìåíåì, щî ïðî
õîäиòь ì³æ éîãî ñòîðîíàìи.

VII. Àксіома відкладання кутів. В³ä бóäьÿêîãî 
ïðîìåíÿ ó çàäàíó ï³âïëîщиíó ìîæíà â³äêëàñòи 
êóò ³ç çàäàíîю ãðàäóñíîю ì³ðîю, ìåíøîю â³ä 180°, 
³ ïðиòîìó — ò³ëьêи îäиí.

Це ùе не повниé перелік аксіом геометрії. Згодом 
буде уведено ùе дві ваæливі аксіоми — аксіому про 
паралельні прямі (§9) і аксіому про рухомість 
три кут ника (§14). Сукупність усіõ аксіом геометрії 
називається її аксіоматикою.

Як засвідчила історія, виокремлення вичерпного 
і при тому не переобтяæеного надмірною кількістю 
переліку аксіом — не така легка річ, як моæе здатися 
на першиé погляд. Ïершиé перелік аксіом геометрії 
запропонував давньогрецькиé учениé Евклід ùе у 
ІІІ ст. до н.е. Хоча цеé перелік і був неповним, однак 
він прослуæив науці аæ до кінця ХІХ ст. У 1899 р. 
видатниé німецькиé математик Давид Гільберт (1862–
1943) опублікував книгу «Основи геометрії», в якіé 

Евклід

Д. Гілüберт



62 Розділ ІІ. Взаємне розміщення прямих на площині

запропонував повниé перелік із 20 аксіом геометрії. 
Àксіоматика Гільберта задовольняла наéприскіпливіші 
вимоги учениõ, однак була занадто абстрактною і тому 
складною для початкового вивчення геометрії. Тому в 
шкільному навчанні ùе тривалиé час послуговувалися 
неповним переліком Евкліда.

Оригінальну аксіоматику геометрії на основі по-
няття руõу запропонував на початку ХХ ст. проôесор 
Одеського університету Веніамін Федорович Êаган 
(1869–1953), однак і цеé варіант виявився складним 
для шкільниõ підручників.

Спеціально орієнтовану на школярів, модернізо-
вану аксіоматику геометрії запропонував на початку 
1930-õ років американськиé математик Дæордæ 
Біркгоô (1884–1944). В її основу він поклав аксіоми 
вимірювання é відкладання відрізків та кутів, які 
ùе називають аксіомами лінійки і транспортира. 
À унікальниé синтез ідеé Евкліда, Гільберта, Êагана 
і Біркгоôа здіéснив видатниé геометр ХХ ст. Олек-
сіé Васильович Ïогорєлов (1919–2002), якиé маéæе 
все æиття працював у Харківському університеті та 
Харківському науково-дослідному інституті низькиõ 
температур. Àксіоматика Ïогорєлова була реалізо-
вана в éого підручнику з геометрії, якиé з’явився на 
початку 1970-õ років, а потім понад чверть століття 
слуæив нашіé школі. Нині більшість вітчизняниõ спе-
ціалістів вваæає цю аксіоматику наéбільш придатною 
для шкільного навчання, і тому саме вона подається 
у цьому підручнику.

Ïісля уведення аксіоматики подальшиé виклад 
гео метрії відбувається шляõом послідовного виведен-
ня (частіше каæуть — доведення) логічниõ наслідків. 
Ці логічні наслідки називаються теоремами.

Слово «теорема» — грецьке. Воно поõодить від 
слова «теорео», ùо означає «уваæно розглядаю», 
«придивляюся», і має тоé самиé корінь, ùо é значно 
поширеніше тепер слово «теорія». 

À ùе слово «теорема» має значення «вистава», яке 
близьке до сучасного «шоу». В античні часи у Греції 

Дж. Біркгоô

В.Ф. Êаган

О.В. Погорєлов
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були поширені інтелектуальні розваги у ôормі публіч-
ниõ диспутів, під час якиõ їõні учасники обстоювати 
(доводили) свої твердæення або навіть цілі теорії. Ці 
міні-вистави, які зараз назвали б інтелектуальними  
«шоу», теæ називалися «теоремами». 

Отæе, стеæачи за доведенням теореми на класніé 
дошці або знаéомлячись з ним за підручником, ви 
моæете уявляти себе присутніми на інтелектуальному 
шоу і навіть брати у ньому участь. Сподіваємося, ùо 
такиé погляд на теореми і їõнє доведення позбавить 
вас деякого остраõу, якиé на початкаõ моæуть ви-
кликати ці слова.

Вас не повинно непокоїти é те, ùо в окремиõ 
теоремаõ, особливо на початкаõ, будуть доводитися 
немовби «очевидні» речі, які нібито é без доведен-
ня видно з рисунка. Не піддаваéтесь на цю оману! 
Скільки б ви не нарисували рисунків, ви все одно 
ніколи не вичерпаєте усіõ моæливиõ варіантів для 
розмірів та розміùення деталеé (наприклад, ви не 
нарисуєте трикутник з кілометровими сторонами, 
а ми вæе бачили на прикладі сôери, ùо відõилення 
від «очевидного» на ніé проявляються якраз у вели-
киõ масштабаõ). À тому ви ніколи не змоæете лише 
з рисунка з певністю зробити загального висновку. 
Тільки правильне логічне міркування (доведення) 
з посиланням на аксіоми або на вæе доведені раніше 
теореми моæе дати для цього підставу. Рисунок моæе 
лише допомогти у доведенні, наприклад, наштовõ-
нути на правильні міркування, однак замінити éого 
він не моæе.

Математичне доведен
ня — це логіка, яка сприяє 
правильному формуванню 
розуму, розвиває його здіб
ності, посилює їх настіль
ки, що розум привчається 
мислити точно і завж
ди відрізняти істину від 
хибності, навіть у речах 
нематематичних. Саме 
тому єгиптяни, перси і ла
кедемоняни, як свідчать 
джерела, рідко вибирали 
собі правителя, який не 
був трохи обізнаним з ма
тематикою, вважаючи, що 
необізнаний з математи
кою зовсім не вміє мисли
ти, а тому неспроможний 
правити й керувати.

Бенджамін 
Франк лін (1706–
1780) — видат- 
ний американсь-
кий учений-фі-
зик, просвітитель 

і державний діяч, один із за-
сновників США. 
Портрет Франкліна перед 
бюс том Ньютона створив 
з натури англійський худож-
ник Девід Мартін у 1767 р. 
Експонується в Білому Домі 
у Вашингтоні.
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 §5. Суміжні кути

Ïри перетині двоõ прямиõ утворюється чотири 
нерозгорнутиõ кути (рис. 2.1). Взаємне розміùення 
прямиõ õарактеризують за допомогою циõ кутів. Якиõ 
саме? — Це ми зрозуміємо після того, як уваæніше 
придивимося до ниõ. Для цього розглядатимемо їõ 
парами. Одні пари кутів називаються суміжними, 
інші — вертикальними. Суміæні кути ми вивчатиме-
мо у цьому параграôі, вертикальні — в наступному.

Означення.
Два кути називаються ñóì³æíиìи, якщо вони 
мають одну спільну сторону, а дві інші їхні 
сторони є доповняльними променями.

Ïобудувати суміæні кути моæна так. Візьмемо 
якиé-небудь кут ∠аb (рис. 2.2) і проведемо промінь 
а′, ùо є доповняльним до променя а. Êути ∠аb 
і ∠ba′ — суміæні: у ниõ сторона b спільна, а сторони 
a і a′ є доповняльними променями.

Êут, суміæниé з кутом ∠аb, дістанемо é тоді, якùо 
проведемо промінь b′, доповняльниé до променя b 
(рис. 2.3).

Отæе, для коæного кута ∠аb моæна побудувати 
два суміæниõ з ним кути ∠ba′ і ∠аb′.

Теорема 
(про суму суміжних кутів). 

Сóìà ñóì³æíиõ êóò³â äîð³âíюº 180°.

Доведення. Неõаé кути ∠аb і ∠ba′ — суміæні, 
і в ниõ сторона b — спільна, а сторони a і a′ є до-
повняльними променями (див. рис. 2.2). Тоді промінь 
b проõодить міæ сторонами розгорнутого кута зі сто-
ронами а і a′. Відповідно до аксіоми про вимірювання 
кутів, сума кутів ∠аb і ∠ba′ дорівнює розгорнутому 
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куту ∠аа′, тобто має градусну міру 180°. Теорему 
доведено.

Твердæення, яке безпосередньо випливає з теоре-
ми, називається наслідком.

З теореми про суму суміæниõ кутів маємо такі 
наслідки.

Наслідок 1. 
Кóò, ñóì³æíиé ç ïðÿìиì êóòîì, º ïðÿìиì.

Наслідок 2. 
Кóò, ñóì³æíиé ç ãîñòðиì êóòîì, — òóïиé, 
à êóò, ñóì³æíиé ç òóïиì êóòîì, — ãîñòðиé.

Справді, якùо кут ∠аb — прямиé (рис. 2.4), то він 
дорівнює 90°. Тому суміæниé з ним кут ∠bа′, за тео-
ремою про суму суміæниõ кутів, дорівнює 180° – 90°, 
тобто теæ 90°. Отæе, він є прямим.

Неõаé тепер ∠аb — гостриé (див. рис. 2.2). Це 
означає, ùо éого градусна міра менша від 90°. У сумі 
зі своїм суміæним кутом ∠аb′ він дає 180°. Отæе, 
цеé суміæниé кут має градусну міру, яка більша за 
90°, тобто є тупим. 

Випадок, коли ∠аb — тупиé, розглядається 
ана логічно.

Розв’язуємо разом

Задача. 
Один із суміæниõ кутів на 60° меншиé від іншого. 
Визначити градусні міри циõ кутів і накреслити їõ.

Розв’язання. Ïозначимо через х градусну міру 
більшого із кутів. Тоді градусна міра меншого кута 
дорівнюватиме х – 60°. Оскільки сума суміæниõ кутів 
дорівнює 180°, то звідси маємо рівняння:
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ється» створив з уяви нідер-
ландський художник Хендрик 
Тербрюгген у 1628 р. 
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 х + х – 60° = 180°.
Звідси 2х = 240°, а х = 120°. Отæе, більшиé із 

кутів дорівнює 120°, а меншиé — 120° – 60°, тобто 
60°. На рис. 2.5 відобраæено побудову циõ кутів за 
допомогою транспортира. 

Вправи і задачі

 77°.  На кожному з рис. 2.6, а)–в) укажіть пари суміжних кутів.

 78°.  Чи є кути 1, 2, зображені на рис. 2. 7, а)–г), суміжними?

 79°. Назвіть усі пари суміжних кутів, що утворюються 
прямими АВ і СD, які перетинаються в точці О 
(рис. 2.8).

 80°. Накресліть два нерівних суміжних кути так, щоб їхня 
спільна сторона проходила вздовж ліній у вашому 
зошиті. Укажіть два принципово різні варіанти.
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 81°. Знайдіть невідомий кут, якщо суміжний з ним дорівнює:
  а) 67°; б) 138°; в) 90°;  г) 45° 25′.
 82°. Чи можуть у парі суміжних кутів бути:
  а) обидва кути гострими;
  б) обидва кути тупими;
  в) обидва кути прямими;
  г) один кут гострий, а інший — прямий;
  ґ) один кут тупий, а інший — прямий;
  д) один кут тупий, а інший — гострий?
 83°. Чому при складанні аркуша паперу вдвоє, коли 

суміщаються краї, одержуються прямі кути?
 84. При перетині двох прямих утворилися чотири кути 

(рис. 2.9). Визначте кути 2, 3 і 4, якщо кут ∠3 = 36°.
 85. Чому дорівнює кут, якщо два суміжні з ним кути 

дають у сумі 100°?
 86. Визначте величини суміжних кутів, якщо один із 

них на 80° більший за інший.
 87. Визначте величини суміжних кутів, якщо один із 

них на 40° менший від іншого.
 88. Визначте величини суміжних кутів, якщо один із 

них у 5 разів менший від іншого.
 89. Визначте величини суміжних кутів, якщо вони відносяться, як 2 : 3.
 90. Доведіть, що коли суміжні кути рівні, то вони — прямі.
 91. Доведіть, що коли два прямі кути мають спільну сторону, то вони або сумі-

щаються, або є суміжними.
 92. Доведіть, що коли кути рівні, то й суміжні з ними кути рівні.
 93. Нехай ∠А і ∠В — одна пара суміжних кутів, а ∠С і ∠D — інша. Що можна 

стверджувати про величини кутів В і D, якщо ∠А < ∠C? Як це обґрунтувати?
 94. Які з наведених нижче тверджень є істинними, а які — хибними:
  1) для кожного кута можна побудувати не більше одного суміжного з ним кута;
  2) якщо два кути суміжні, то один із них гострий, а інший — тупий;
  3) якщо два кути суміжні, то один із них менший від іншого;
  4) якщо сума двох кутів дорівнює 180°, то вони — суміжні;
  5) якщо сума двох кутів дорівнює 180° і вони мають спільну сторону, то кути — 

суміжні;
  6) якщо сума двох кутів не дорівнює 180°, то вони — не суміжні;
  7) якщо два кути мають спільну сторону, то вони — суміжні;
  8) якщо сторона одного з кутів є доповняльним променем до сторони іншого, 

то кути — суміжні? 
  Проілюструйте ваші відповіді рисунками.
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 95•. Один із суміжних кутів утричі більший за їхню різницю. Визначте ці кути.
 96•. Один із суміжних кутів удвічі менший від їхньої різниці. Визначте ці кути.
 97•. Бісектриса кута А утворює з його стороною кут, який удвічі більший за кут, 

суміжний з кутом А. Визначте кут А.
 98•. Величини двох кутів відносяться, як 1 : 3, а величини суміжних з ними кутів — 

як 4 : 3. Визначте ці кути.
 99•. Визначте величину кута, який утворюють бісектриси двох суміжних кутів.
 100•.  Доведіть, що коли бісектриси двох кутів АОВ і ВОС утворюють прямий кут, 

то точки А, О, С лежать на одній прямій.

 §6. Вертикальні кути

Означення.
Два кути називаються âåðòиêàëьíиìи, якщо 
сторони одного з них є доповняльними про
менями до сторін іншого.

Ïри перетині двоõ прямиõ утворюється дві пари 
вертикальниõ кутів.

Справді, коæна із прямиõ точкою перетину ділить-
ся на два доповняльниõ промені. Неõаé ці промені 
позначені а, а′ та b, b′ (рис. 2.10). Тоді кути ∠аb 
і ∠а′b′, а такоæ ∠аb′ і ∠а′b — вертикальні.

Назва «вертикальні кути» утворена від латин-
ського слова «vertex», одним зі значень якого є 
«вершина». Отæе, у ціé назві відобраæається те, ùо 
вертикальні кути мають спільну вершину, а не те, 
ùо вони заéмають вертикальне, тобто прямовисне, 
полоæення. Раніше застосовувалася більш влучна 
назва — протилеæні кути.

Теорема 
(про вертикальні кути).

Вåðòиêàëьí³ êóòи ð³âí³ ì³æ ñîбîю.

Доведення. Неõаé маємо два вертикальниõ кути 
∠аb і ∠а′b′ (див. рис. 2.10). Êоæен із ниõ є суміæним 
з кутом ∠аb′, а тому в сумі з цим кутом дає 180°:
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	 ∠аb + ∠аb′ = 180°;  ∠а′b′ + ∠аb′ = 180°.
Звідси

	 ∠аb = 180° – ∠аb′;  ∠а′b′ = 180° – ∠аb′.
Виõодить, ùо градусні міри кутів ∠аb і ∠а′b′ рівні, 

а тому рівні é самі ці кути. Теорему доведено.

Ïерше доведення теореми про вертикальні кути 
давні історики приписують легендарному ôундатору 
античної науки Фалесу Ìілетському. Фалес æив 
у кінці VI - на початку V ст. до н. е. У ті часи ви-
мірювання кутів у градусаõ ùе не було. Тому наé-
імовірніше, ùо Фалес доводив теорему про вертикаль-
ні кути тим, ùо обґрунтовував моæливість суміùення 
одного з ниõ із іншим шляõом повороту. 

Справді, якùо уявити, ùо півплоùину з граничною 
прямою b, яка містить сторону а першого з верти-
кальниõ кутів ∠аb і ∠а′b′ (див. рис. 2.10), повернули 
відносно спільної вершини кутів так, ùоб ця пів плоùина 
сумістилася з іншою півплоùиною, то при цьому про-
мінь b суміститься з променем b′, а промінь а — з про-
менем а′. Отæе, кут ∠аb суміститься з вертикальним 
кутом ∠а′b′. À тому, мабуть робив звідси висновок 
Фалес, вертикальні кути рівні міæ собою.

Цією давньою ідеєю з поворотом ôігури для дове-
дення теорем ми ùе скористаємося.

Вправи і задачі

 101°. Назвіть пари вертикальних кутів, утворених при перетині прямих АВ і СD на 
рис. 2.11.

 102°. Назвіть усі пари вертикальних кутів, які утворюються при перетині трьох 
прямих в одній точці на рис. 2.12.

 103°. Чи є вертикальними кути, зображені на рис. 2.13?
 104°. Накресліть за допомогою транспортира кут, що дорівнює 70°, а потім за до-

помогою лінійки проведіть прямі, які містять сторони цього кута. Скільки кутів 

Фалеñ. Фрагмент фрески 
на фасаді національного 
університету в Афінах
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утворилося при перетині цих прямих? Визначте їхні величини вимірюванням 
і за допомогою обчислення. Чи збігаються результати?

 105°. Чи можуть вертикальні кути бути: а) прямими; б) тупими; в) один гострим, 
а інший — тупим?

 106°. Чи істинне таке твердження: «Якщо два кути рівні, то вони — вертикальні»? 
Проілюструйте відповідь рисунком.

 107°. Сума величин двох вертикальних кутів дорівнює 120°. Визначте величину 
кожного з них.

 108°. Якими (гострими, прямими чи тупими) є вертикальні кути, якщо їхня сума: 
а) менша від 180°; б) більша за 180°; в) дорівнює 180°?

 109°. Один із кутів, які утворюються при перетині двох прямих, дорівнює 30°. Чому 
дорівнюють інші кути?

 110. Один із кутів, утворених при перетині двох прямих ліній, є прямим. Якими 
можуть бути інші кути? Відповідь обґрунтуйте.

 111. Сума двох кутів, які утворилися при перетині двох прямих, дорівнює 130°. 
Доведіть, що ці кути — вертикальні.

 112. Один із кутів, які утворюються при перетині двох 
прямих, на 50° менший від іншого. Визначте ці кути.

 113. Один із кутів, утворених при перетині двох прямих, 
учетверо більший за інший. Визначте ці кути.

 114. Визначте величини кутів, утворених при перетині 
двох прямих, якщо: а) один із них на 20° більший 
за інший; б) один із кутів дорівнює половині іншого; 
в) сума величин двох кутів дорівнює 100°.

 115. Відомі два із кутів, утворених при перетині трьох 
прямих в одній точці (рис. 2.14). Визначте кути 1, 
2, 3, 4.

 116. Три прямі перетинаються в одній точці (рис. 2.15), 
Доведіть, що ∠1 + ∠2 + ∠3 = 180°.
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 117•. Сума двох кутів, що утворилися при перетині двох прямих, на 60° менша від 
суми двох інших. Визначте ці кути.

 118•. Сума вертикальних кутів удвічі більша за кут, суміжний з ними обома. Визна-
чте ці кути.

 119•. Визначте кути, які утворюються при перетині двох прямих, якщо сума трьох 
із них дорівнює 270°.

 120•. Один із кутів, що утворилися при перетині двох прямих, удвічі менший від 
суми решти трьох кутів. Визначте усі ці кути.

 121•. Доведіть, що бісектриси вертикальних кутів лежать на одній прямій.
 122•. Два рівні кути мають спільну вершину, а їхні бісектриси лежать на одній 

прямій. Доведіть, що ці кути — вертикальні.

Ñ ò î ð ³ í ê è  ³ ñ ò î ð ³ ¿

Геометрія і... математика

Навчальна дисципліна, на урокаõ з якої ви у по пе-
редніõ класаõ ознаéомлювалися з окремими геомет-
ричними ôактами, називалася математикою. Окрім 
геометричниõ відомостеé, на урокаõ з математики 
вивчалися ùе різні числа та операції з ними, способи 
складання та розв’язування рівнянь, а такоæ численні 
приклади застосування циõ знань для розв’язування 
задач із практичним змістом.

Ïочинаючи із 7 класу, математика розділяється 
на дві окремі математичні дисципліни — геометрію 
é алгебру (а в старшіé школі з алгебри виокремляться 
ùе початки математичного аналізу). Ïроте зв’язок 
міæ окремими математичними дисциплінами ніколи не 
буде перериватися. Для õарактеристики геометричниõ 
величин будуть застосовуватися алгебраїчні ôормули 
é рівняння, а для алгебраїчниõ ôормул і рівнянь бу-
дуватимуться геометричні моделі у вигляді граôіків, 
сõем, діаграм, і це суттєво допомагатиме при аналізі 
циõ ôормул і при розв’язуванні рівнянь.

Слово «математика» виникло у Давніé Греції 
приблизно у V ст. до н. е. в середовиùі піôагоріéців — 
послідовників легендарного Ïіôагора. Ïоõодить 
воно від слова «матема», ùо означає «вчення» або 

Піôагор. Символічний 
портрет. Гравюра невідомого 

художника XVI ст.
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«знання». Давні греки визнавали чотири матема: про 
числа (ариôметику), про ôігури (геометрію), про 
пропорції у природі та мистецтві (гармонію) та про 
ôорми світу (астрономію). Неодмінною умовою 
приналеæності певного знання до математики було 
виведення éого шляõом логічного міркування, тобто 
за допомогою мислення. Характерно, ùо інші науки, 
наприклад, ôізику, геограôію, історію у Давніé Греції 
не тільки не відносили до «матема», а é узагалі не 
вваæали вартими уваги справæніõ учениõ (ôілосоôів). 
Уваæалося, ùо тільки математика має тверді основи, 
оскільки вони здобуті розумом, тобто наéвиùою 
субстанцією, а не органами відчуття, які часто 
спонукають людину помилятися.

Ïерші піôагоріéці тримали математичні знання 
у суворіé таємниці від непосвячениõ і передавали їõ 
«на віру», без налеæного обґрунтування. Через те 
їõ називали акусматиками (від слова «акусма» — 
«звук», «свяùенниé вислів»). Для збереæення таємниці 
передача знання від учителя до учнів відбувалась лише 
в усніé ôормі. Ïроте згодом гору взяли математики, 
які вваæали, ùо справæні знання моæуть і повинні 
бути доступні всім і їõ потрібно обґрунтовувати.

В епоõу середньовіччя давньогрецьке слово мате
ма тика вæивалося рідко, а наука, яку ми зараз нази-
ваємо математикою, ділилася на ариôметику (науку 
про числа) та геометрію (науку про ôігури). Навчальні 
дисципліни з такими назвами вивчалися лише на дру-

Франчеñко ді Стеôано (бл. 1422–1457). Сім вільних мистецтв. 
Зверху — фрагменти картини із зображеннями музи Геометрії та Евкліда
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гому ступені освіти —так званому квадрівіумі. На 
квадрівіум моæна було переéти лише після успішного 
проõодæення початкового рівня, якиé називався трі
віумом і включав три навчальні предмети: граматику, 
логіку і риторику (красномовство). Êвадрівіум, як про 
це свідчить éого назва, включав чотири предмети: 
окрім ариôметики é геометрії — ùе астрономію та 
музику (гармонію).

Усі сім предметів трівіума і квадрівіума шанобливо 
називали вільними мистецтвами — у тому сенсі, 
ùо вони звільняють людину від виснаæливої ôізичної 
праці. В епоõу Відродæення õудоæники é граôіки 
присвятили їм чимало творів, зобраæаючи їõ прекрас-
ними музами на зразок дев’ятьоõ античниõ муз, які 
вваæалися покровительками образотворчиõ мистецтв.

Мартен де Воñ (1532–1603). Алегорія семи вільних мистецтв, 1590 р.
Муза Геометрії — на передньому плані ліворуч. В руках у неї циркуль, за допомогою якого вона 

проводить вимірювання на земному глобусі; біля ніг лежать лінійка й косинець. Поруч з Геометрією — 
Арифметика, зайнята обчисленнями на дощечці; біля неї книга з написом «ПІФАГОР».  
У центрі біля небесного глобуса — муза Астрономії; біля її ніг — сонячний годинник.

Етüєн Делон 
(1518–бл. 1583)  

Геометрія (Гравюра)
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У XVI–XVII ст., коли ªвропа ознаéомилася із 
здобутками середньовічної арабської науки, з’явилася 
алгебра. Àрабською була не лише назва цієї науки, 
а é зміст — розв’язування рівнянь. Цим античні 
математики маéæе не заéмалися. Ïевниé час з арабсь-
ким терміном «алгебра» конкурував латинськиé термін 
«аналіз», ùо мав тоé самиé зміст. Однак пізніше 
аналізом назвали відгалуæення алгебри, яке виникло 
у зв’язку з поняттям ôункції.

Термін «математика» для сукупної назви ариôметики, 
геометрії, алгебри та аналізу почали систематично 
застосовувати у XVIII ст. Ïроте ùе у першіé половині 
XIX ст. коæного визначного математика шанобли-
во називали геометром, навіть якùо він проводив 
дослідæення в іншіé галузі математики. 

Незваæаючи на очевидні відмінності, різні матема-
тичні дисципліни мають одну суттєву спільну рису, 
яка споріднює їõ міæ собою é вирізняє з-поміæ іншиõ 
наук. Усі поняття, які вивчаються у математичниõ 
наукаõ, — числа, ôігури, ôормули, ôункції тоùо, 
є мис леннєвими образами і тому моæуть розглядатися 
é аналізуватися окремо від будь-якиõ матеріальниõ 
носіїв. Ïісля того, як установлені основні властивості 
циõ мисленнєвиõ образів (у геометрії ці властивості 
називаються аксіомами, в алгебрі — правилами, 
законами, ôормулами), усі інші властивості виводяться 
із ниõ уæе суто логічним шляõом.

Ангели, що вивчаþтü ма-
тематику. Деталь розпису 

стелі у залі Живопису  
в колиøньому королівсько-

му морському коледжі  
у Гринвічі (Англія, кінець 
XVII ст.). У книзі видно 

слово Newton.

П’єр Леґроññ Молодшиé 
(1666–1719). 

Геометрія (Париж, Лувр).

Êорнеліñ Êорт (1533–1578).  
Геометрія (гравюра). Із серії «Вільні мистецтва»
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 §7. Кут між прямими. Перпендикулярні прямі

Ïідведемо підсумок проведеного у попередніõ двоõ 
параграôаõ вивчення властивостеé кутів, ùо утворю-
ються при перетині двоõ прямиõ. Усього при цьому 
утворюється чотири кути зі спільною вершиною, сто-
рони якиõ налеæать різним прямим (рис. 2.16) (ми 
не беремо до уваги ùе два розгорнуті кути, сторони 
якиõ налеæать одніé пряміé). Ці чотири кути розпа-
даються на дві пари вертикальниõ кутів, які рівні міæ 
собою. Будь-які два кути з різниõ пар є суміæними, 
а тому їõня сума дорівнює 180°. Отæе, якùо один із 
суміæниõ кутів гостриé, то іншиé — тупиé, а якùо 
один із ниõ прямиé, то іншиé теæ прямиé (і тоді всі 
чотири кути є прямими).

На підставі цього приéмається таке означення. 

Означення. 
Кóòîì ì³æ äâîìà ïðÿìиìи, що перетинаються, 
називається величина гострого або прямого 
кута, утвореного при перетині цих прямих.

Звернімо увагу, ùо, на відміну від кута, утворе-
ного променями, якиé є ôігурою і має градусну міру 
в меæаõ від 0° до 180°, кут міæ прямими — це лише 
величина і вона не перевиùує 90°.

Êут міæ прямими а і b позначається так: ∠аb. 
Наприклад, у випадку, зобраæеному на рис. 2.17, 
∠аb = 60°, а у випадку, зобраæеному на рис. 2.18, 
∠аb = 90°.

Означення. 
ßкщо кут між прямими дорівнює 90°, то такі 
прямі називаються ïåðïåíäиêóëÿðíиìи (або 
âçàºìíî ïåðïåíäиêóëÿðíиìи).

Êаæуть такоæ, ùо перпендикулярні прямі перети-
наються під прямим кутом.

Ðèñ. 2.16

Ðèñ. 2.17

120�

120�
60�60�

a

b

Ðèñ. 2.18
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b

90�

90�90�

Уроки 
13–15
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На рис. 2.18 зобраæені перпендикулярні прямі а 
і b.

Ïерпендикулярність прямиõ позначають за допо-
могою знака ^. Наприклад: а ^ b, АВ ^ СD тоùо.

На рис. 2.19 і 2.20 відобраæені способи креслення 
перпендикулярниõ прямиõ за допомогою косинця. 
На першому з ниõ пряма b, ùо перпендикулярна до 
заданої прямої а, проведена через точку А цієї пря-
мої. На другому — пряма b, ùо перпендикулярна 
до заданої прямої а, проведена через точку А, яка 
леæить поза прямою а.

Чи моæе інша побудова, наприклад, за допомогою 
транспортира, дати інші перпендикулярні прямі? — 
Ні, не моæе, і це моæна довести.

Теорема 
(про єдиність перпендикулярної прямої). 

Чåðåç бóäьÿêó òîчêó ìîæíà ïðîâåñòи ëиøå 
îäíó ïðÿìó, ïåðïåíäиêóëÿðíó äî äàíî¿ ïðÿìî¿.

Довед ення .  Ïрипустимо, ùо через точку А, 
розміùену на прямій а, моæна провести дві прямі b 
і с, перпендикулярні до прямої а (рис. 2.21). Неõаé 
буквами b і с позначені і промені циõ прямиõ, ùо 
леæать в одніé із півплоùин з граничною прямою а. 
Тоді у ціé півплоùині матимемо два рівниõ (прямиõ) 
кути ∠аb і ∠ас, відкладениõ від однієї півпрямої AX 
(X — якась точка прямої a, ùо не збігається з точкою 
А). Оскільки, за аксіомою про відкладення кутів, таке 
немоæливо, то зроблене припуùення õибне. Тому 
через точку А моæна провести лише одну пряму, 
перпендикулярну до прямої а.

Ïрипустимо тепер, ùо через точку А, розміùе-
ну поза прямою а, моæна провести дві прямі b і с, 
перпендикулярні до прямої а (рис. 2.22). Неõаé В 
і С — точки перетину циõ прямиõ із прямою а.

Уявімо собі, ùо ту півплоùину з граничною пря-
мою а, в якіé розміùена точка А, повернуто відносно 

Ðèñ. 2.19
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середини Î відрізка ВС до суміùення з іншою пів-
плоùиною. Ïри цьому точка В переміститься у точ-
ку С, точка С — у точку В, прямиé кут АВС — на 
рівниé éому прямиé кут А′СВ, а прямиé кут АСВ — 
на рівниé éому прямиé кут А′ВС. 

Із того, ùо кути АВС і А′ВС — прямі, випливає, 
ùо кут АВА′ — розгорнутиé, тобто, ùо точки А, В, 
А′ леæать на одніé пряміé. Те æ саме стосується 
é точок А, С, А′. Виõодить, ùо через точки А і А′ 
проõодять дві прямі. Ці прямі не моæуть збігатися, 
оскільки пряма а перетинає їõ у різниõ точкаõ В і С. 
Дістали суперечність з аксіомою про проведення пря-
мої, за якою через дві точки А і А′ моæна провести 
лише одну пряму. Із цього моæна зробити лише один 
висновок: а саме, тоé, ùо зроблене припуùення про 
існування двоõ перпендикулярниõ прямиõ b і с до 
прямої а — õибне. Теорему доведено.

Цікаво зауваæити, ùо, на відміну від перпенди-
кулярної прямої, через будь-яку точку А моæна про-
вести дві прямі b і с, які перетинають задану пряму 
а під заданим кутом, якиé не є прямим (рис. 2.23, 
а–б) (порівняé з рис. 2.19 і 2.20).

Інколи доводиться вести мову про перпендикуляр-
ність не тільки прямиõ, а é частин прямиõ — відріз-
ків і променів.

Означення. 
Відрізки або промені називаються ïåðïåí
äиêóëÿðíиìи (кажуть також âçàºìíî ïåðïåí
äиêóëÿðíиìи), якщо вони лежать на перпен
дикулярних прямих. Відрізки або промені 
називаються ïåðïåíäиêóëÿðíиìи äî ïðÿìî¿, 
якщо вони лежать на прямих, які перпенди
кулярні до цієї прямої.
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Для короткого запису перпендикулярності відріз-
ків і променів застосовується тоé самиé знак ^, ùо 
é для прямиõ.

На рис. 2.24 зобраæені õарактерні випадки вза-
ємного розміùення перпендикулярниõ відрізків, а на 
рис. 2.25 — õарактерні випадки взаємного розміùен-
ня відрізків, перпендикулярниõ до прямої.

Означення. 
Відрізок, який перпендикулярний до прямої 
і при цьому один з його кінців належить пря
мій, називається ïåðïåíäиêóëÿðîì до цієї пря
мої. Спільна точка прямої і перпендикуляра 
до неї називається îñíîâîю перпендикуляра.

Àналогічно означається поняття перпендикуляра 
до променя і до іншого відрізка.

На рис. 2.25, в) зобраæениé перпендикуляр до 
прямої, а на рис. 2.24, в–г) — перпендикуляри до 
відрізків.

Терміни «перпендикулярниé», «перпендикуляр» 
утворені від латинського слова perpendicularis, ùо 
означає «прямовисниé». Ïрямовисна лінія утворює 

a)

Ðèñ. 2.24

á) â) ã)

a)

Ðèñ. 2.25
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прямі кути з будь-якою горизонтальною прямою 
(рис. 2.26). Це é стало підставою для того, аби будь-
які прямі чи відрізки, які утворюють прямиé кут, 
називати перпендикулярними. У зв’язку із цим часто 
замість виразу «провести перпендикуляр із точки до 
прямої» каæуть: «опустити перпендикуляр із точки 
на пряму» або «поставити перпендикуляр до прямої 
у певніé точці» на ніé, — навіть тоді, коли пряма не 
заéмає горизонтального полоæення (рис. 2.27).

З використанням поняття перпендикуляра уво-
диться поняття відстані від точки до прямої.

Означення. 
В³äñòàííю â³ä òîчêи äî ïðÿìî¿ називається 
довжина перпендикуляра, опущеного із цієї 
точки на пряму.

Ïідставою саме для такого означення є те, ùо 
перпендикуляр MN до прямої a є наéкоротшим з усіõ 
відрізків MX, які сполучають точку A з точками X 
прямої a (рис. 2.28). Ïоки ùо у нас немає достатнього 
теоретичного ôундаменту, аби довести це твердæен-
ня. Ìи доведемо éого у наступному розділі.

Розв’язуємо разом

Задача. 
Визначити кут міæ двома прямими, якùо сума 
трьоõ кутів, утворениõ при їõньому перетині, 
дорівнює 300°.

Розв’язання. Як би ми не вибирали три із чоти-
рьоõ кутів, утворениõ двома прямими, ùо перетина-
ються (рис. 2.29), два із ниõ завæди будуть суміæ-
ними, а отæе, в сумі дадуть 180°. Тоді на третіé кут, 
за умовою цієї задачі, припадатиме 
 300° – 180° = 120°.

Ðèñ. 2.26
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Це — тупиé кут, а кут міæ двома прямими дорівнює 
величині гострого або прямого кута. Тому в цьому разі 
шуканиé кут міæ прямими дорівнює 180° – 120° = 60°.

Відповідь. 60°.

Вправи і задачі

 123°. Позначте точку і за допомогою лінійки проведіть через неї дві довільні прямі. 
Потім за допомогою транспортира визначте кут між цими прямими.

 124°. Накресліть за допомогою лінійки і транспортира дві прямі, кут між якими дорів-
нює: а) 30°;  б) 60°;  в) 90°.

 125°. Один із кутів, що утворюється при перетині двох прямих, дорівнює 140°. Чому 
дорівнює кут між цими прямими?

 126°. Жоден із кутів, утворених при перетині двох прямих, не є гострим. Чому дорівнює 
кут між цими прямими?

 127°. Перерисуйте в зошит зображення точки Р і прямої m, подані на рис. 2.30. Про-
ведіть у кожному випадку за допомогою косинця перпендикуляр із точки Р на 
пряму m. За допомогою лінійки у кожному випадку визначте відстань від точки 
Р до прямої ò.

 128°. Проведіть пряму і за допомогою лінійки та косинця позначте дві які-небудь точки 
А і В, що знаходяться від прямої на відстанях відповідно 3 см і 2 см.

 129°. Зобразіть за допомогою лінійки і косинця усі характерні випадки взаємного роз-
міщення відрізка і променя, що є взаємно перпендикулярними.

 130°. Зобразіть за допомогою лінійки і косинця усі характерні випадки взаємного 
розміщення двох променів, а також променя і прямої, які є взаємно перпенди-
кулярними.

 131. Визначте кут між двома прямими, якщо:
  1) сума двох кутів, що утворилися при їхньому перетині, дорівнює 100°;
  2) сума двох кутів, що утворилися при їхньому перетині, дорівнює 200°;
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  3) сума трьох кутів, що утворилися при їхньому перетині, дорівнює 250°;
  4) сума трьох кутів, що утворилися при їхньому перетині, дорівнює 350°.
 132. Визначте кут між двома прямими, якщо один із кутів, що утворилися при 

їхньому перетині, удвічі менший від іншого.
 133. Визначте кут між двома прямими, якщо різниця двох кутів, що утворилися 

при їхньому перетині, дорівнює 70°.
 134. Визначте кут між двома прямими, якщо сума двох 

кутів, що утворилися при їхньому перетині, учетве-
ро менша від суми двох інших.

 135. Визначте кут між двома прямими, якщо сума двох 
кутів, що утворилися при їхньому перетині, більша 
за суму двох інших на 140°.

 136. На рис. 2.31 відображений спосіб перевірки за допо-
могою лінійки, чи є прямим найбільший кут у косинця 
(пунктиром зображене попереднє положення косин-
ця). На якій геометричній властивості ґрунтується цей 
спосіб?

 137. На рис. 2.32 відображений спосіб перевірки за до-
помогою столярного кутника правильності обробки 
бруса. Як би ви пояснили цей спосіб? На якій геоме-
тричній властивості він ґрунтується?

 138. На рис. 2.33 відображений спосіб провішування пер-
пендикулярних прямих на місцевості за допомогою 
екера (у перекладі з французької мови це слово 
(equerre) означає «кутник»). У найпростішому варіанті 
екер складається із хрестовини, що кріпиться на ніжці; 
на кінцях хрестовини вбиті штирки для візування. Як 
би ви пояснили спосіб використання екера?
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 139. Три прямі АВ, СD і КМ перетинаються в точці О і при 
цьому АВ ^ СD, ∠КОВ = 30° (рис. 2.34). Визначте 
кути DОМ і КОD.

 140. На рис. 2.35 СО ^ АВ, DО ^ ОF. Доведіть, що тоді 
∠DОС = ∠FОВ.

 141•. Визначте кут між прямими, якщо один із кутів, що 
утворився при їхньому перетині, у вісім разів мен-
ший від суми трьох решти кутів.

 142•. На рис. 2.35 ∠АОВ = 180°, ∠DОС =	∠FОВ, ∠АОD =	
=	∠COF. Доведіть, що тоді СО ^ АВ, DО ^ ОF. 

 143•. Три прямі АВ, СD, КМ перетинаються в точці О 
(див. рис. 2.34) і при цьому ∠КОА = 125°, ∠СОМ =	
= 145°. Доведіть, що тоді АВ ^ СD.

 144•. Якого найбільшого і найменшого значення може 
набувати сума трьох із чотирьох кутів, утворених 
при перетині двох прямих?

 145•. Через одну точку проведено чотири прямі. Скільки 
серед них може бути взаємно перпендикулярних?

 §8. Паралельні прямі. Ознаки паралельності прямих

Ви вæе знаєте, ùо прямі на плоùині моæуть пере-
тинатися, а моæуть і не перетинатися (цим плоùина 
суттєво відрізняється від сôери, де будь-які прямі 
завæди перетинаються). Ïрямі, які не перетинають-
ся, називаються паралельними.

Для запису паралельності прямиõ застосовуєть-
ся знак ||. Вперше éого увів англіéськиé математик 
Вільям Отред (1575–1660). Наприклад, запис а || b 
читається так: «пряма а паралельна пряміé b». 

Дуæе легко накреслити прямі, ùо перетинаються: 
одну пряму (позначимо її через а) проводимо довільно, 
потім беремо на ніé якусь точку А, а поза нею яку-не-
будь точку В і через точки А і В проводимо шукану 
пряму b (рис. 2.36). Ïрямі а і b перетинатимуться 
в точці А.  Використовуючи транспортир, пряму b 
моæна провести навіть під заданим кутом до прямої а 
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