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Напутнє слово 
всесвітньо відомих українських учених-астрофізиків

Клима Чурюмова і Світлани Герасименко*)

Дорогі семикласники! 
Усі ми — зоряні діти. Унаслідок трансформації зір першого покоління, їхня речовина 

збиралася у величезні хмари, а з них народжувалися зорі другого покоління та оточуючі 
їх планети. Однією із зір другого покоління стало наше Сонце, а його планетою — Земля. 
Чи не тому таким пристрасним є прагнення людини до зір, частки яких є всередині кож-
ного з нас? Однак для того, аби мати змогу осягати велич і гармонію Космосу, а в ньому 
унікальність нашої земної цивілізації, потрібно наполегливо вивчати точні науки — астро-
номію, фізику, математику.

За цим підручником ви приступаєте до вивчення геометрії — науки, котра, незважа-
ючи на своє земне походження (а її назва в дослівному перекладі з грецької мови оз-
начає «вимірювання землі»), завжди була й космічною. Вже найдавніші учені-геометри 
спочатку шукали порядок і гармонію у Космосі і тільки після цього переносили її у свої 
земні теорії, а будівничі й митці втілювали у творіннях архітектури, техніки, живописного 
та декоративного мистецтва. Не меншою мірою ця космічна риса геометрії була харак-
терною й для пізніших епох, а в нових формах — і для сьогодення. Глибоко символічно, 
що вимірювання довжин у метрах прийшло у геометрію з геодезії, а вимірювання кутів 
у градусах  — з астрономії, а разом вони поєдналися в аксіоматичній основі сучасної 
геометрії. У цьому підручнику ви постійно матимете нагоду помічати ці космічні риси 
геометрії, чим він вигідно вирізняється з-поміж інших. І ми, як професійні учені, котрим 
доля дарувала щастя зробити свій внесок у розкриття Космічної гармонії, закликаємо 
вас з цікавістю й наполегливістю вивчати геометрію, що стала однією з найважливіших 
ланок у ланцюгу культурних надбань цивілізації і є потужним фундаментом для її май-
бутніх досягнень та злетів. 

Вивчайте науки — і ваші зорі усміхнуться вам!
*)	 Відкривачі комети Чурюмова–Герасименко, яку в 2004 р. Європейське космічне агентство обрало 

для втілення унікального міжнародного проекту «Розетта» із запуску космічного зонда та посадки 
спускового модуля на ядро комети. Про них і про проект «Розетта» дивіться на наступній сторінці. — 
Прим. видавництва.
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Клим Чурюмов і Світлана Герасименко: миті космічної одіссеї*)

        
Коли ми були молодими 

              
Ліворуч. Напередодні запуску «Розетти». Космодром Куру, Французька Гвіана. 

У центрі: старт ракети-носія «Аріан-5» (2 березня 2004 р.). 
Праворуч. Знімок перемички ядра комети з космічного апарата «Розетти» (21 серпня 2014 р.)

       
Ліворуч і в центрі. Мить посадки модуля «Філи» на ядро комети Чурюмова–Герасименко  

(12 листопада, 2014 р.)  
Праворуч. «Розетта» на орбіті комети Чурюмова–Герасименко,  

а її посадковий модуль «Філи» досліджує поверхню ядра (ілюстрація: E. Viktor).
*)	 Клим Іванович Чурюмов народився у 1937 р. в Миколаєві. Був четвертим з восьми дітей у сім'ї. Батько загинув під 

час Другої світової війни, у 1942 р. У 1949 р. сім'я переїхала до Києва. Після закінчення семирічки Клим вступив до 
Київського залізничного технікуму і в 1955 р. закінчив його з відзнакою. Це давало змогу одразу вступати до вищого 
навчального закладу. Клим обрав фізичний факультет Київського національного університету ім. Тараса Шевченка 
і закінчив його за спеціальністю «фізика-астрономія». Після закінчення аспірантури приступив до наукової робота під 
керівництвом видатного ученого-астронома професора С.К. Всехсвятського. 

		  У 1969 р. Київський університет організував чергову експедицію до Астрофізичного інституту Алмати (Казахстан). 
Відрядили співробітника кафедри астрономії Клима Чурюмова, аспірантку Світлану Герасименко та фотолаборантку  
Людмилу Чиркову. Після повернення з експедиції до Києва, 22 жовтня 1969 р., К. Чурюмов і С, Герасименко, вивчаючи 
знімки короткоперіодичної комети Комас Сола, зроблені 9 та 11 вересня (спостереження С. Герасименко та Л. Чирко-
вої), а також 21 вересня 1969 р. (спостереження К. Чурюмова), разом відкрили нову комету, якій було присвоєно ім’я 
комети Чурюмова-Герасименко. 

		  Зараз К.І. Чурюмов — професор Київського університету імені Тараса Шевченка і за сумісництвом директор нау-
ково-просвітницького центру «Київський планетарій». Він є членом-кореспондентом Національної академії наук Укра-
їни і дійсним членом Нью-Йоркської академії наук, президентом Українського товариства любителів астрономії. Ім’ям 
К.І. Чурюмова названа мала планета № 2627, відкрита у 1984 р.

		  Світлана Іванівна Герасименко народилася у 1945 р. в районному містечку Баришівці на Київщині. Її батьками 
були вчителі математики, які й прищепили доньці любов до точних наук. Після закінчення школи із золотою медаллю 
Світлана вступила на відділення астрономії фізичного факультету Київського університету. У 1969 р. вона, вже аспі-
ранткою, разом зі співробітником кафедри астрономії Климом Чурюмовим, стала учасницею експедиції до Алмати і 
там 9 та 11 вересня відзняла 3 фотонегативи з новою кометою. У 1973 р. С.І. Герасименко на запрошення Інституту 
астрофізики Таджикистану переїхала до Душанбе і відтоді працює співробітницею цього Інституту, проводячи спосте-
реження і вивчення комет.

Напутнє слово
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Øàíîâí³ äðóç³! Âè розгорнули ï³äðó÷íèê ç ãåîìåòð³¿, íàóêè, ÿêà ñïîêîíâ³êó 
âðàæàëà ëþäñüêèé ðîçóì ñâîºþ досконалістю. З äàâí³õ-äàâåí геометрія 
ââàæàëàñÿ íåïåðåâåðøåíîþ øêîëîþ ìóäðîñò³, а її âèâ÷åííÿ ðîçâèâàëî й øë³
ôóâàëî ìèñëåííÿ. Переказують, ùî íàä âõîäîì äî Àêàäåì³¿, ÿêó çàñíóâàâ 
âèäàòíèé äàâíüîãðåöüêèé ô³ëîñîô Ïëàòîí, áóв íàïèñ: «Íå çàõîäü, íå îá³çíàíèé 
ç ãåîìåòð³ºþ!». 

За що ж так цінували цю науку? — За те, що вона розвивала мистецтво 
аргументації, а аргументація була основою того нового демократичного су-
спільства, яким так пишалися греки і яке вони всіляко протиставляли східним 
деспотіям. Символічно, що серед сімох легендарних мудреців-законодавців, 
котрих греки вважали своїми духовними учителями, на першому місці вони 
завжди називали ім’я Фалеса, який, власне, законодавцем і не був. Фалес 
був ученим і, як стверджують легенди, логічно довів лише декілька простих 
геометричних істин. Однак цим він продемонстрував здатність людського 
розуму відшукувати об’єктивну істину, і цей постулат став основою західної 
цивілізації.

Отже, навчаючись геометрії, ви навчатиметеся мистецтву аргумен­
тації, яке є базовою цінністю сучасного демократичного суспільства.

Переміщаючись «машиною часу» далі, потрапляємо у ХVІІ ст. Виникло нове 
природознавство: Галілей, Кеплер, Декарт, Паскаль, Ньютон… А давня геометрія 
не тільки не стала осторонь нових тенденцій, а й перетворилася на теоретичну 
основу експериментальної науки, залишаючись водночас основою раціоналістичної 
філософії. Своєрідне відображення цієї нової тенденції знаходимо у розповідях 
про мандри казкового Ãóëë³âåðа, героя роману Джонатана Свіфта. Прибувши 
на літаючий îñòð³â Ëàïóòó, Гуллівер найбільше здивувався тому, що вñå æèòòÿ 
його мешканців оберталося äîâêîëà ãåîìåòð³¿. Íàâ³òü їхня буденна мова ðÿñí³ëà 
ãåîìåòðè÷íими термінами. Та якби Гуллівер áóâ íàøèì ñó÷àñíèêîì, òî такого 
ïîäèâó, ìàáóòü, у нього і íå áóëî б. Тепер гåîìåòðè÷íèìè òåðì³íàìè ïðîíèçàí³ 
íå тільки ïðèðîäíè÷³ ³ òåõí³÷í³ науки, à é ãóìàí³òàðí³, ìèñòåöòâîçíàâñòâî, мова 

	 Іменем Світлани Герасименко названо астероїд № 3945, відкритий у 1982 р.
		  Наприкінці лютого 2004 р. Світлана Герасименко разом із Климом Чурюмовим були присутніми на космодромі 

Куру у Французькій Гвіані, з якого стартувала ракета-носій «Аріан-5», що вивела у космос європейський міжпланетний 
зонд Rosetta. Основною метою місії Rosetta була посадка спускового модуля на чотирьохкілометрове ядро комети 
Чурюмова-Герасименко. Ця історична м’яка посадка відбулася 12 листопада 2014 р., близько 18 години за київським 
часом. Відкривачі комети спостерігали за спуском модуля «Філи» в он-лайн режимі у Європейському центрі управлін-
ня польотом «Розетти» у німецькому місті Дармштадті (Клим Чурюмов) та в Німецькому космічному агентстві у місті 
Кельні (Світлана Герасименко). — Прим. видавництва.
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щоденного спілкування. Îñü ëèøå íàéïîøèðåí³ø³ ñëîâà, ÿê³ ïîáóòóþòü ó íàøîìó 
ìîâëåíí³ й çàïîçè÷åí³ ç ãåîìåòðії: àêñ³îìà, ïàðàëåë³, ïëîùèíà, âåêòîð, ñôåðà, 
êîîðäèíàòи, ôîêóñ, ïîëþñ, ñåêòîð, âèì³ð, áàãàòîâèì³ðí³ñòü, симетрія òîùî. Ïåâíà 
ð³÷, аби ïðàâèëüíî ðîçóì³òè ³ âæèâàòè ö³ ñëîâà, ïîòð³áíî çíàòè ¿õí³é ïåðâ³ñíèé 
ãåîìåòðè÷íèé çì³ñò. «Кíèãà ïðèðîäè», — ÿê влучно зауважив ¥àë³ëåé, «íàïèñàíà 
мовою геометрії». 

Отже, навчаючись геометрії, ви прилучатиметеся до надбань світової 
культури, ставатимете обізнаними й компетентними у тих питаннях, в яких 
без цього відчували б себе немовби прибульцями із варварських епох.

І ось ми… у ХХІ ст. Комп’ютерна графіка і дизайн, захмарні архітектурні 
споруди, мобільний зв’язок, GPS-навігація, проникнення у глибини космосу 
і матерії… Геометричні ідеї і принципи лежать в основі і цих надбань. Вивчаючи 
геометрію, ви в цьому не раз переконаєтеся.

Отже, і з практичної точки зору геометрія необхідна.

Навчання мистецтву аргументації, прилучення до надбань світової культури 
і практичні застосування геометрії — це ті основні завдання, які ставляться у 
цьому підручнику. Вони невіддільні одне від одного, як невіддільні, рівнозначні 
і взаємодоповнюючі Віра, Надія і Любов у християнській моралі. Погортайте 
підручник, і ви навіть за ілюстративним матеріалом помітите, що кожному із 
зазначених завдань відведено належне місце.

По всьому тексту ви помітите низку розпізнавальних знаків, які мають 
своє символічне значення:

На уроки вас запрошуватиме наш шкільний дзвоник, перев’язаний жов-
то-блакитною стрічкою.

Ðóáðèêó вправ і çàäà÷ усюди супроводжуватиме богиня ìóäðîñò³ Àô³íа. 
Вибрано рельєфне зображення Афіни з геометричними атрибутами — кут-
ником, циркулем, лінійкою і сферою, створене Філіппом-Роланом Роландом 
для західного фасаду паризького Лувра.

Çàäà÷³ ³ âïðàâè ðîçì³ùåí³ в ê³íö³ кожного ïàðàãðàô³â за порядком наро-
стання їхньої складності. Найпростіші ç íèõ (у тому числі й усні вправи) 
позначені світлим кружечком, а складніші — темним. Ó кінці кожного роз-
ділу ïîäàíі òèïîâ³ çàâäàííÿ äëÿ êîíòðîëüíèõ ðîá³ò (ó äâîõ âàð³àíòàõ). У÷í³, 
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ÿê³ îçíàéîìëÿòüñÿ ç íèìè çàçäàëåã³äü, будуть застраховані від íåïðèºìíèõ 
«ñþðïðèç³â» íà êîíòðîëüí³é.

×èìàëî çàäà÷ ó ï³äðó÷íèêó подається ç ðîçâ’ÿçàííÿìè. Відповідна ру-
брика «Розв’язуємо разом» позначена красномовною світлиною з учителем 
і ученицею, які разом розв’язують задачу. На поданих у тексті прикладах 
äåìîíñòðóþòüñÿ çàñòîñóâàííÿ âñòàíîâëåíèõ теоретичних ôàêò³â, à â îêðåìèõ 
âèïàäêàõ — ³ корисні додаткові відомості та çàãàëüí³ ï³äõîäè äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ 
геометричних çàäà÷.

У підручнику є матеріал «Для тих, хто хоче знати більше». Він розрахований 
на учнів, які вже зараз, не чекаючи старших класів, хочуть дізнаватися про 
математику більше. Ці тексти подаються на жовтому і блакитному тлі та су-
проводжуються портретами ãåí³àëüíèõ ìàòåìàòèê³â Ìèõàéëà Îñòðîãðàäñüêîãî 
³ Ñîô³¿ Êîâàëåâñüêî¿. Життєвий шлях цих учених переконливо свідчить, ùî 
ìàòåìàòèêà îäíàêîâî äîñòóïíà ÿê чоловікам, òàê ³ жінкам, і ùî óñï³õè â íàóö³ 
íå çàëåæàòü â³ä ì³ñöÿ íàðîäæåííÿ дослідника: Îñòðîãðàäñüêèé íàðîäèâñÿ íà 
õóòîð³, à Êîâàëåâñüêà — у столиці.

Êð³ì íàâ÷àëüíîãî ìàòåð³àëó, ï³äðó÷íèê ì³ñòèòü ñïåö³àëüíó ðóáðèêó 
«Ñòîð³íêè ³ñòîð³¿». Її супроводжує муза історії Кліо зі знаменитої картини 
Генріха Семирадського «Парнас» (картина прикрашає завісу Львівського 
оперного театру). Муза тримає книгу й перо, а промовистим порухом лівої 
руки немовби запрошує озирнутися назад. Оçíàéîìëåííÿ ç поданими у цій 
рубриці відомостями ðîçøèðèòü âàø êðóãîç³ð, äîïîìîæå çáàãíóòè важли-
ві âíóòð³øí³ ìîòèâè ðîçâèòêó ìàòåìàòèêè. À öå, у ñâîþ ÷åðãó, ñïðèÿòèìå 
ãëèáøîìó ðîçóì³ííþ íàóêè.

У кінці кожного розділу подається зведений перелік усього вивченого 
теоретичного матеріалу, а в рубриці «Перевір себе» — запитання для само-
контролю. Цю рубрику супроводжує зображення міфічної пташки-Ñô³íêñа 
з погруддям жінки і тулубом лева, яка, за переказами, пропускала далі лише 
тих подорожніх, хто правильно відповів на її запитання.

Áàæàºìî âàì íàòõíåííÿ é óñï³õ³â ó вивченні ãåîìåòð³¿ — îäí³º¿ ç íàé­
äàâí³øèõ, íàéçàõîïëèâ³øèõ ³ íàéêîðèñí³øèõ íàóê!



Зірка геометрії. 
Фрагмент композиції Ігоря Макаревича та Олени Єлагіної

«Геометрія космосу» (2008 р.)

Зображені у цій композиції креслярські прилади — лінійка, транспортир і косинець — допомагати-
муть нам фіксувати ті основні фігури на площині та їхні властивості, які слугують основою геометрії.



Розділ І
Елементарні геометричні 
фігури та їхні властивості

		  Вступ

 «Мислю — отже, існую» — так коротко характе-
ризував сутність людського буття знаменитий фран-
цузький філософ і математик XVII ст. Рене Декарт. 
Цим він стверджував, що справжнє життя людини 
невід’ємне від мислення і неможливе без нього. 

Мислення багатогранне, як багатогранний світ 
довкола нас. А оскільки ми живемо у просторі, то 
повинні вміти мислити й просторовими образами. 
Особливо, якщо прагнемо не тільки пристосовуватися 
до умов, а й пізнавати, удосконалювати світ.

Просторові образи описують за допомогою гео­
метричних фігур. Прикладами геометричних фігур 
є трикутники, прямокутники, кола, паралелепіпеди, 
кулі. Наука про геометричні фігури називається 
геометрією.

Зародки геометрії виникли дуже давно, ще коли 
головними просторовими образами, з якими людині 
доводилося мати справу, були ділянки землі. Звідси 
й назва «геометрія», що в перекладі з грецької якраз 
і означає «вимірювання землі». Проте з часом до цієї 
первісної геометрії долучалися нові фігури. З удоско-
наленням будівництва геометричні форми здіймалися 

Рене Декарт. Молоді роки. 
Портрет невідомого  

художника 
(Музей августинців  

у Тулузі)

Урок 
1



10 Розділ І. Елементарні геометричні фігури та їхні властивості

вгору, з успіхами астрономії — поширювалися на 
космічні простори, з розвитком фізики занурювалися 
углиб матерії.

Придивіться до будь-якої архітектурної споруди чи 
ансамблю і ви побачите, як гармонійно поєднуються 
у них численні лінії та інші деталі — відрізки, дуги, 
кути, трикутники, прямокутники, круги, паралелепі-
педи, призми тощо. Отже, у вас уже є певний гео
метричний інструментарій для осмисленого сприй-
няття просторової конструкції. Але чи зможете ви 
пояснити, як підібрані та припасовані ці деталі, як 
розраховані їхні розміри? Те саме можна спитати 
стосовно плану вашого парку, проектування спор-
тивного чи торговельного комплексу тощо.

  А як знаходять відстані до недоступних об’єк-
тів, як визначили розміри Землі та інших планет, як 
створюють географічні та астрономічні карти?

Нарешті, як функціонує комп’ютерна графіка — 
цей невичерпний сучасний ресурс для проектування 
й зображення геометричних фігур?

Розуміння цих речей потребує глибокого ви-
вчення геометрії. Мало закріпити в пам’яті назви 

Фрагмент архітектури 
готичного собору

Ансамбль Свято-Успенської Почаївської Лаври Ансамбль Маріїнського 
палацу в Києві

Архітектурний проект, 
побудований засобами  

3D-комп’ютерної графіки
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геометричних фігур та навчитися їх розпізнавати, на-
віть, зображати. Потрібно ще й уявляти, як встанов
люються зв’язки між різними їхніми складовими і як 
на основі цих зв’язків фігури конструюються. Це так 
само, як для вправного володіння мовою недостатньо 
лише певного словникового запасу, а потрібне зна
ння граматики та синтаксису, або як для музичної 
творчості недостатньо лише нотної грамоти й набору 
«акордів», а необхідне знання основ композиції.

Тому вивчення геометрії потрібно розпочинати 
з детального розгляду найпростіших геометричних 
фігур, аби потім можна було крок за кроком перехо-
дити до складніших фігур і з’ясовувати, як ці склад-
ніші конструюються з найпростіших.

До найпростіших геометричних фігур належать 
точки, прямі і площини, а також відрізки, промені 
і кути. Ці фігури й будуть предметом вивчення у пер-
шому розділі.

	 §1.	 Площина. Точки і прямі

Площину ми будемо уявляти у вигляді великого 
розгорнутого аркуша або класної дошки, вважаючи, 
що її можна скільки завгодно продовжити у будь-яко-
му напрямку. Вважатимемо також, що всі геометрич-
ні фігури розміщені на площині. Площина — латин-
ською «планум». Тому ту частину геометрії, в якій 
вивчаються фігури на площині, називають планіме­
трією. Стереометрія, тобто геометрія у просторі, 
вивчається у старшій школі.

Найелементарнішими фігурами на площині вва-
жаються точки і прямі лінії, або просто прямі. За 
допомогою них конструюються усі інші плоскі фігури. 

Уважається, що точка не має розмірів, хоч на 
рисунках точки зображуються невеликими кружеч-
ками. Знаменитий давньогрецький учений Евклід, 

Вгорі. Дзвіниця Джотто  
у Флоренції.

Внизу. Барельєф  
Ніно Пізано (1315–1368) 

«Евклід»  
на нижньому ярусі дзвіниці 

Джотто.
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який написав перший підручник з геометрії, називав 
точкою «те, що не має частин». Точки можна уявляти 
як сліди на аркуші від тонко загостреного олівця. На 
площині існує безліч точок.

Точки позначають великими літерами латинського 
алфавіту. На рис. 1.1 зображено деяку фігуру і позна-
чено декілька її точок: A, B, C, D, E, K, M.

Уявлення про пряму дає лінія, проведена під лі-
нійку (рис. 1.2). Однією з найголовніших властивос-
тей прямої є те, що вона цілком визначається двома 
своїми точками:

через будь-які дві точки можна провести пря­
му, і до того ж — тільки одну.

Цю властивість називають властивістю прове­
дення прямої. 

На властивості проведення прямої засновується 
простий практичний спосіб для перевірки правильності 
лінійки або обробки рейки, бруса тощо. Якщо через 
дві точки провести під лінійку дві лінії, по-різному роз-
міщуючи лінійку, як показано на рис. 1.3, і ці лінії не 
зіллються, то лінійка неправильна. 

Властивість проведення прямої передбачає, що 
пряма не має ніякої товщини, бо інакше кожна тов-
щина визначала б свою лінію, яка проходить через 
ті самі точки. 

Прямі позначають або двома великими літера-
ми, якими позначені які-небудь дві точки прямої, 
або однією малою латинською літерою. На рис. 1.4 
зображено дві прямі — пряму AB (її можна також 
позначити як ВА) і пряму l.

Як і площина, пряма вважається необмеженою, 
хоча на рисунку, звісно, зображується лише певна 
обмежена частина прямої. Як і на площині, на кож­
ній прямій існує безліч точок. 

Якщо якась точка лежить на прямій, то кажуть 
також, що ця точка належить прямій, або що пряма 
проходить через цю точку. На рис. 1.5 зображено 

Ðèñ. 1.2

Ðèñ. 1.1

A B

C

D E

K
M

Ðèñ. 1.3

Ðèñ. 1.4

A B

l
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дві точки А і В, які належать прямій l, а також дві 
точки P і Q, які не належать їй.

Із властивості проведення прямої випливає, що дві 
різні прямі можуть мати щонайбільше одну спільну 
точку. Справді, якби вони мали дві спільні точки, то 
збігалися б, оскільки через дві точки можна провести 
лише одну пряму.

Про дві прямі, які мають одну спільну точку, 
кажуть, що вони перетинаються у цій точці. На 
рис. 1.6 зображено дві прямі m і n, які перетина-
ються у точці Р.

Якщо прямі не мають жодної спільної точки, то 
вони називаються паралельними (в дослівному пе-
рекладі з грецької — «йдуть поруч»). На рис.  1.7 
зображено паралельні прямі a і b. Скільки б не про-
довжувати зображення паралельних прямих, вони 
ніколи не перетнуться.

Уявлення про площину дає не тільки аркуш па-
перу, стіл або класна дошка. Площину може пред-
ставляти будь-яка інша рівна поверхня, наприклад, 
стелі, стіни, підлоги, спортивного майданчика, навіть 
просто рівної відкритої місцевості.

Так само й точки можуть представлятися не тільки 
слідами від олівця, а й іншими реальними об’єктами, 
розмірами яких можна знехтувати. Звісно, тоді про-
ведення прямих виглядатиме по-іншому. На цьому 
ґрунтуються практичні застосування геометрії. 

Наприклад, під час розбивки газонів, доріжок, фун-
даменту під забудову тощо точки фіксують кілками, 
а  прямі проводять за допомогою мотузок (шнура) 
(рис. 1.8). Аналогічно чинять малярі (рис. 1.9, а–б), 
напинаючи шнур, змащений крейдою, між точками, 
через які потрібно провести пряму, а потім відпуска-
ючи його. У кожному із таких застосувань виходить 
така собі «мотузяна» геометрія. 
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Принципово інакше діють геодезисти. Вони фіксують 
точки довгими палицями — віхами, а прямі «провішу-
ють» за допомогою візування. А саме: визначивши пря-
му двома віхами А і В, інші віхи С, D, … ставлять між 
ними так, щоби при спостереженні із-за віхи А вони 
закривали віху В (рис. 1.10, а). За допомогою візування 
проводять і топографічні зйомки для складання планів 
місцевості або «прив’язки» до місцевості нового об’єкта 
для будівництва (рис. 1.10, б). Таку геометрію умовно 
можна назвати «променевою», оскільки роль прямих 
у ній відіграють зорові промені.

Те, що «мотузяна» геометрія збігається із «про
меневою» — радше щаслива випадковість, ніж не-
обхідність. Неважко уявити собі такі фізичні умови, 
за яких цього не було б. Наприклад, такого не було 
б на планеті Маленького Принца з відомої повісті 
Антуана де Сент-Екзюпері (рис. 1.11). Ця планета 
була дуже маленькою, а тому шнур, напнутий між 
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двома її точками, відхилявся б від зорового променя 
між ними. Те само стосується й нашої планети Земля, 
якщо брати її у великих масштабах. 

Для великих земних масштабів існує інша гео
метрія — сферична, яка суттєво відрізняється від гео
метрії на площині, тобто від планіметрії. Відмінність 
проявляється уже у властивості проведення прямої: 
на сфері можливе таке розміщення двох точок, при 
якому через них можна провести безліч сферичних 
прямих. Ви легко збагнете це, подивившись на глобус 
і на його меридіани, які перетинаються на Північному 
і на Південному полюсах (рис. 1.12).

Вивчаючи геометрію на площині, ми й далі не раз 
проводитимемо порівняння її з геометрією на сфері. 
Сферичну геометрію започаткували античні астроно-
ми. Для них зручно було вважати, що небесні світи-
ла розміщуються на небесній сфері. В астрономії ця 
модель зоряного неба застосовується й досі. В епоху 
Великих географічних відкриттів та Відродження 
сферична геометрія давніх астрономів «спустилася» 
з небесної сфери на земний глобус і в такий спосіб 
стала поруч із прадавньою площинною геометрією. 
Яскравим відображенням цього об’єднання стали 
геометричні та астрономічні атрибути у живописних 
та графічних творах тієї епохи.

Вправи і задачі

	 1°.	 Проведіть з допомогою лінійки пряму і позначте на ній три точки А, В, С. 
Випишіть усі можливі позначення для цієї прямої.

	 2°.	 На рис. 1.13 зображено дві прямі a і b та сім точок.
	 	 1) Як ще можна позначити ці прямі? 
	 	 2)  Назвіть точки, які належать прямій а, але не 

належать прямій b.
	 	 3) Назвіть точки, які належать прямій b, але не 

належать прямій a.

Жан Леблон  
(бл. 1594–1666).  

Геометрія.  
Гравюра (1636 р.)

Мартен де Вос 
(1532–1603).  
Геометрія.  

Гравюра. Бл. 1600 р.

Ðèñ. 1.13

b

B
P

Q

C

DA K

O

a



16 Розділ І. Елементарні геометричні фігури та їхні властивості

	 	 4) Назвіть точки, які належать кожній із прямих.
	 	 5) Назвіть точки, які не належать жодній із прямих.
	 3°.	 Позначте в зошиті дві точки А і В та проведіть через них пряму. Позначте 

потім дві точки K, L, які належать цій прямій, і дві точки M, N, які не належать 
їй. Що можна стверджувати про взаємне розміщення таких прямих:

	 	 а) АВ і KL; 	 б) АВ і KM; 	 в) KN і BA?
	 4°.	 Проведіть дві прямі, що перетинаються. Позначте ці прямі і точку їхнього 

перетину. Скільки спільних точок можуть мати дві прямі?
	 5°.	 На рис. 1.14 зображено три прямі. Назвіть ці прямі. 

Які з них перетинаються?
	 6°.	 Зобразіть таке розміщення чотирьох точок А, В, С, 

D, щоб точки А, В, С належали одній прямій і точки 
В, С, D належали одній прямій.

	 7.	 Чи можуть три прямі перетинатися в одній точці? Як 
узагалі можуть розміщуватися три прямі, аби кожні 
дві з них перетиналися? Зробіть відповідні рисунки.

	 8.	 Проведіть пряму, а потім ще три прямі, які її 
перетинають. Які можливі характерні випадки 
взаємного розміщення усіх цих прямих?

	 9.	 На рис. 1.15 відображено спосіб перевірки якості 
обробки бруска за допомогою візування. Як би ви 
його пояснили?

	 10.	 Прямі l і m перетинаються в точці О, М — якась 
точка прямої m. Чи може точка М належати прямій l?

	 11.	 Скільком прямим може належати одна взята точка; 
дві взяті точки; три взяті точки; п’ять узятих точок?

	 12.	 На рис. 1.16 відображено один із так званих обма-
нів зору (зорову ілюзію): лінії АВ і СD видаються 
вигнутими, хоча насправді вони прямі. Виконайте 
цей рисунок у зошиті і перевірте, чи викликатиме 
він у вас такий самий обман зору.

 	13•.	 Позначте в зошиті дві точки А і В. Скільки прямих 
можна провести через точку А? Скільки — через 
точку В? Скільки — через обидві точки А і В? Чи 
можете ви обґрунтувати свої твердження?

	 14•.	 Позначте у зошиті чотири точки А, В, С, D так, як 
показано на рис. 1.17, а потім через кожні дві з них 
проведіть пряму. Скільки всього прямих буде прове-
дено? Чи завжди чотири точки визначатимуть саме 
таку кількість прямих? Розгляньте можливі випадки.

	 15•.	 а) Проведіть такі чотири прямі а, b, c, d, щоби прямі 
a, b, c проходили через одну точку і прямі b, c, d 
теж проходили через одну точку.

Ðèñ. 1.14
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	 	 б) Кожні дві із чотирьох накреслених прямих перетинаються. Скільки може 
бути точок перетину? Зобразіть усі можливі випадки.

	 §2.	 Відрізки, промені та півплощини

Друга головна властивість прямої, поряд із власти-
вістю проведення, стосується розміщення точок на ній.

Подивіться на рис. 1.18. На прямій l позначено 
три точки А, В, С, причому одна, і тільки одна з 
них, а саме, точка С, лежить між двома іншими — А 
і В. Таке справджується для будь-яких трьох точок 
прямої:

із трьох точок прямої одна, і тільки одна, ле­
жить між двома іншими.

Цю властивість називають основною властиві­
стю розміщення точок на прямій. 

Якщо точка С лежить на прямій l між точками А 
і В (див. рис. 1.18), то кажуть також, що точки А 
і В лежать по різні боки від точки С, або що точки 
С і В лежать з одного боку від точки А, а точки А 
і С — з одного боку від точки В.

Як і властивість проведення прямої, властивість 
розміщення точок на прямій теж не виконувалася 
б у геометрії на планеті Маленького Принца (див. 
рис. 1.11). Справді, про кожну із трьох точок А, В, 
С, розміщених на лінії, яка на поверхні кулі відіграє 
роль прямої, наприклад, на екваторі (рис.  1.19), 
можна сказати, що вона лежить між двома іншими.

Використовуючи властивість розміщення точок на 
прямій, можна означити перші фігури, які є похід-
ними від основних фігур, тобто від точок і прямих. 
Це — відрізки і промені. 

Означити або дати означення фігури  — це 
описати такі властивості цієї фігури, які дають змогу 
(спосіб) вирізняти її з-поміж інших фігур або прово-
дити побудову.

Ðèñ. 1.18
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Візьмемо на прямій а дві точки А і В (рис. 1.20). 
Ними визначається сукупність точок М цієї прямої, 
які лежать між точками А і В. Усі ці точки утворю-
ють відрізок.

Означення.
Відрізком називається частина прямої, що 
складається з усіх точок, які лежать між 
двома її точками, разом із цими точками. 
Самі ці точки називаються кінцями відрізка, 
а всі решта точок відрізка називаються його 
внутрішніми точками.

Позначення відрізків утворюються з позначень 
їхніх кінців. Інколи відрізки позначають і однією 
малою літерою.

На рис.  1.20 зображено відрізок АВ прямої а, 
А і В — його кінці, М — внутрішня точка.

Візьмемо тепер на прямій три точки А, О, В; нехай 
точка О лежить між точками А і В (рис. 1.21). Цими 
точками визначаться дві фігури. Першій належать точки 
Х прямої, які відносно точки О лежать з того самого 
боку, що й точка А, другій — точки Y прямої, які 
відносно точки О лежать з того самого боку, що й 
точка В. Такі фігури називаються променями або 
півпрямими.

Означення.
Променем (або півпрямою) називається ча­
стина прямої, що складається з усіх точок, 
які лежать з одного боку від деякої її точки, 
разом із цією точкою. Ця точка називається 
початком променя, а всі решта точок нази­
ваються внутрішніми точками променя.

Позначають промені двома великими літера-
ми, з  яких перша вказує на початок променя, а 

Ðèñ. 1.21

Y XAB O
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Один зі способів утворення 
матеріальних «відрізків», 

який наочно ілюструє похо-
дження цього терміна

Якби ця колода була не-
скінченною в обидва боки, 
то після розпилу дістали 
б матеріальні моделі двох 

півпрямих
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друга — на яку-небудь внутрішню його точку. Часто 
промені позначають і однією малою літерою — так 
само, як прямі.

На рис. 1.21 точка О служить початком для двох 
променів: ОА (його можна позначити і як OX) та ОВ 
(його можна позначити і як OY).

У назві «промінь» зафіксована певна схожість між 
геометричними і світловими променями: і ті, й інші ма-
ють початок, але не мають кінця, і є прямолінійними.

На прямій існує два різні промені, що мають спіль-
ний початок, і цим початком пряма мовби розбиваєть-
ся на дві половини. Звідси й інша назва «півпряма» 
для кожної з них. 

Означення.
Два різні промені однієї прямої зі спільним 
початком називаються доповняльними (або 
взаємно доповняльними) променями. 

Отже, будь-яка точка прямої розбиває її на два 
взаємно доповняльні промені.

Щось схоже відбувається і з площиною, коли на 
ній провести пряму: пряма розбиває площину на дві 
півплощини.

Подивіться на рис. 1.22. На ньому точки А і В ле-
жать з одного боку від прямої l, а точка С — з іншого 
боку. Відповідно, відрізок АВ, що сполучає точки А 
і В, не перетинає прямої l, а відрізки СА і СВ, що 
сполучають точку С з точками А і В, перетинають її. 

Інакше це формулюють так: точки А і В лежать 
в одній півплощині з граничною прямою l, а точки 
А і С та В і С — у різних півплощинах.

Отже, маємо таку основну властивість розмі­
щення точок відносно прямої на площині:

кожна пряма розбиває площину на дві півплощини.

Ðèñ. 1.22
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Знову ж таки, незважаючи на «очевидність», ця 
властивість теж украй важлива для планіметрії. 
Щоправда, на підтвердження цього ми вже не мо
жемо навести приклад геометрії на планеті Малень
кого Принца: як показує рис.  1.23 (порівняй його 
з рис.  1.22), на поверхні кулі ця властивість теж 
виконується. А от на кільцеподібній планеті, яку 
гіпотетично можна уявити утвореною, наприклад, 
унаслідок згущення кілець Сатурна (рис. 1.24), вона 
уже не виконувалася б. Справді, «пряма» l, яка про-
ходить по зовнішньому обводу кільця, не розбиває 
його поверхню на дві частини, оскільки з точки А 
у точку В можна перейти через внутрішній бік.

Про такий факт, безсумнівно, мусив знати секре-
тар сатурнійської академії, який у фантастичній по-
вісті Вольтера «Мікромегас» супроводжував гіганта 
із Сиріуса у його космічних мандрах. Ми ж, якщо 
хочемо відмежуватися від геометрій таких світів 
і розбудовувати геометрію свого світу, неодмінно ма-
ємо зважати й на нашу «земну» основну властивість 
розміщення точок на площині.
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Ðèñ. 41.2 Сатурн і його кільця. Під-
фарбована світлина з амери-
канського космічного зонда 
«Вояджер-1» (1980 р.)

Гігант із Сиріуса і «малень-
кий» сатурнієць на планеті 
Земля. Гравюра Шарля 

Моне до повісті Вольтера 
«Мікромегас» (ХVIII ст.)
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Розв’язуємо разом

Задача. 
Нехай А, В, С — довільні три точки на площині, 
що не лежать на одній прямій (рис. 1.25). Нехай 
пряма l перетинає відрізки АВ і АС у внутрішніх 
точках. Обґрунтувати, що тоді пряма l не може 
перетинати відрізка ВС.

Розв’язання. Звернімо увагу на півплощини, на 
які пряма l розбиває площину. Оскільки відрізок АВ 
перетинає пряму l, то точки А і В лежать у різних 
півплощинах. Так само у різних півплощинах лежать 
точки А і С. Тоді виходить, що точки В і С лежать 
в одній півплощині — у тій, яка не містить точки А. 
Якщо ж кінці відрізка ВС лежать в одній півплощині, 
то сам цей відрізок не перетинає граничної прямої l. 
Обґрунтування завершене.  

Вправи і задачі

	16°.	 На прямій позначено точки M, P, N, Q (рис. 1.26). 
Які із цих точок лежать між точками: 

	 	 а) М і Q; 	 б) М і N; 	 в) Р і Q; 		
г) N і Q? 

	 	 Чи є серед цих чотирьох точок такі три, які лежать 
з одного боку від четвертої? Назвіть такі пари точок, які лежать по різні боки 
від точки Р.

	17°.	 Проведіть пряму і позначте на ній дві точки А і В. Потім позначте кілька точок, які:
	 	 1) належать відрізку АВ;
	 	 2) належать променю АВ, але не належать відрізку АВ;
	 	 3) належать променю ВА, але не належать променю ВА;
	 	 4) не належать ні променю АВ, ні променю ВА.
	18°.	 На прямій l точки L і M лежать по різні боки від точки К. Чи може точка M 

лежати між точками К і L? Як розміщені точки К і М відносно точки L?

Ðèñ. 1.25
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	19°.	 Точки Е і F лежать на прямій по один бік від точки D. Яка із цих точок, і чому, 
не може лежати між двома іншими?

	20°.	 На прямій точка С лежить між точками А і В. Чи є 
взаємно доповняльними  такі промені: а) АВ і ВА; 
б) АВ і СВ; в) ВА і ВС; г) СА і СВ; ґ) ВА і СВ?

	 21.	 Які із зображених на рис. 1.27 променів a, b, c, d, e 
перетинають відрізок АВ?

	 22.	 На прямій позначено три точки Х, Y і Z, причому 
точки Х і Z лежать по один бік від точки Y, а точки 
Y і Z — по один бік від точки Х. Котра із цих трьох 
точок лежить між двома іншими?

	 23.	 Точка М лежить на промені LN, а точка L — на промені NM. Котра із трьох 
точок L, M, N лежить між двома іншими?

	 24.	 Чи можуть два промені однієї прямої не бути взаємно доповняльними?
	 25.	 Чи можуть два промені мати єдину спільну точку і при цьому не бути взаємно 

доповняльними?
	 26.	 Обґрунтуйте, що коли точка Х належить відрізку АВ, то вона належить і про

меню АВ. Чи істинне обернене твердження: якщо точка Х належить променю 
АВ, то вона обов’язково належить і відрізку АВ?

	 27.	 Дано пряму і три точки L, M, N, що не лежать на цій прямій. Відомо, що 
відрізок LM перетинає пряму, а відрізок LN не перетинає її. Чи перетинає 
пряму відрізок MN? Обґрунтуйте свою відповідь.

	 28.	 Проведіть пряму і позначте дві точки в одній півплощині відносно цієї прямої 
і три точки в іншій. Проведіть ті відрізки з кінцями у позначених точках, які 
перетинають проведену пряму. Скільки вийшло відрізків? Чи залежить ця 
відповідь від конкретного розміщення позначених точок?

	 29.	 Проведено пряму і позначено чотири точки А, В, С, D, що не лежать на ній. 
Чи перетинатиме відрізок АD пряму, якщо:

	 	 а) АВ, ВС і СD перетинають пряму;
	 	 б) відрізки АС і ВС перетинають пряму, а відрізок ВD не перетинає;
	 	 в) відрізки АВ і СD перетинають пряму, а відрізок ВС не перетинає;
	 	 г) відрізки  АВ і СD не перетинають пряму, а відрізок ВС перетинає;
	 	 ґ) відрізки АВ, ВС і СD не перетинають пряму;
	 	 д) відрізки АС, ВС і ВD перетинають пряму?
	 	 Кожний випадок проілюструйте рисунком.
	 30•.	 Перелічіть і зобразіть на рисунках усі можливі випадки взаємного розміщення 

двох променів на одній прямій.
	 31•.	 Скільки всього відрізків визначається чотирма точками, позначеними на одній 

прямій?
	 32•.	 На прямій позначено три точки А, В, С. Скільки різних позначень для проме-

нів можна утворити за допомогою літер А, В, С? Скільки серед відповідних 
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променів буде різних? Як зміниться відповідь на друге запитання, якщо точки 
А, В, С не лежатимуть на одній прямій?

	 33•.	 Точки А, В, С, D не лежать на одній прямій. Відомо, що пряма АВ перетинає 
відрізок СD, а пряма СD перетинає відрізок АВ. Обґрунтуйте, що відрізки АВ 
і СD перетинаються.

	 34•.	 Відомо, що відрізки АВ і СD перетинаються. Обґрунтуйте, що тоді відрізки 
АС і ВD за жодних умов не можуть перетинатися. 

	 §3.	 Вимірювання і відкладання відрізків

Видатний учений-хімік і метролог Д.І. Менделє
єв  (1834–1907) любив повторювати, що справжня 
наука починається тоді, коли починають вимірювати.

Вимірювання у геометрії розпочинається з вимі
рювання відрізків. 

Якщо розглядати цю проблему з вузькопрактич-
ної точки зору, то її вирішення спряжене з двома 
неабиякими труднощами. Перша трудність полягає 
у запровадженні єдиної одиниці вимірювання (ета-
лона довжини), а друга — у забезпеченні належної 
точності самого вимірювання. Дещо про це можна 
довідатися з історичного нарису, вміщеного у кінці 
цього параграфа. Однак у геометрії від цих суто прак-
тичних аспектів абстрагуються, вважаючи, що єдина 
одиниця вимірювання (наприклад, метр, дециметр, 
сантиметр тощо) уже запроваджена і що можливе 
абсолютно точне вимірювання, навіть якщо для цього 
потрібні не тільки десяті, а й соті, тисячні і так далі 
частини основного еталона. 

Одним із найпоширеніших інструментів для вимі
рювання довжин є лінійка з нанесеною на її край 
сантиметровою і міліметровою шкалою. Незважаючи 
на простоту, лінійка дає змогу наочно проілюструвати 
ті властивості вимірювання та відкладання відрізків, 
які для геометрії є основними. 

Д.І. Менделєєв у мантії 
професора Единбурзького 

університету. 
Портрет Іллі Рєпіна 

(1885 р.)

Уроки 
4–5
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На рис. 1.28, а) зображено вимірювання 
відрізків АВ і АС, довжини яких менші від 
довжини лінійки: АВ = 5 см; АС = 7 см 2 мм = 
= 7,2 см.

На рис. 1.28, б) зображено вимірювання 
відрізка АВ, довжина якого більша за дов-
жину лінійки. Цей відрізок розбивається 
на два відрізки АМ і МВ, потім довжина 
кожної частини вимірюється окремо, а ре-
зультати підсумовуються: АВ = АМ + МВ = 
= 10 см + 2 см = 12 см.

Отже, маємо таку основну властивість вимірю­
вання відрізків:

кожний відрізок має певну довжину, що виража­
ється додатним числом. Довжина відрізка дорів­
нює сумі довжин частин, на які він розбивається 
будь-якою своєю внутрішньою точкою.

Äîâæèíó â³äð³çêà íàçèâàþòü òàêîæ â³äñòàííþ 
ì³æ éîãî ê³íöÿìè. На рис. 1.28, а) відстань між точ-
ками А і С дорівнює 7,2 см, а на рис. 1.28, б) відстань 
між точками А і В дорівнює 12 см.

Означення. 
Відрізки, які мають однакову довжину, на­
зиваються рівними. 

На рис. 1.29 зображено два рівних відрізки АВ 
і СD. За допомогою лінійки легко переконатися, що 
кожен із них має довжину 3 см. 

Рівність відрізків записується за допомогою зви-
чайного знака рівності, наприклад: АВ = СD. 

На рисунках рівні відрізки часто позначають од-
наковою кількістю рисочок.

Означення.
Точка, яка ділить відрізок на дві рівні час­
тини, називається серединою відрізка.

Ðèñ. 1.29

Ñ D

A

B

Ðèñ. 1.28

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2

á)

A M B

1 2 3 4 5 6 7 8 9

à)

A B C



25§3. Вимірювання і відкладання відрізків

На рис. 1.30 відрізки АМ і МВ рівні між собою, 
отже, точка М — середина відрізка АВ.

У геометрії, а також і в практиці, часто доводиться 
відкладати відрізки, які мають певну довжину.

На рис. 1.31 показано, як на промені l від його 
початку О за допомогою лінійки відкласти відрізок 
ОА завдовжки 4,5 см.

Відрізки можна відкладати й за допомогою інших 
засобів. Наприклад, якщо використовувати лінійку 
і циркуль, то спочатку з використанням лінійки фік-
сується відповідний розхил циркуля (рис. 1.32, а), 
а вже потім цей розхил «переноситься» на промінь 
(рис. 1.32, б). Звісно, від вибраного способу відкла-
дання результат не залежить.

Отже, справджується така основна властивість 
відкладання відрізків:

на будь-якому промені від його початку можна 
відкласти відрізок будь-якої заданої довжини, і при­
тому — тільки один.

Відзначимо два важливих наслідки з основних 
властивостей вимірювання і відкладання відрізків.

1.  Нехай маємо два рівних відрізки АВ і СD 
(рис. 1.33). Рівність цих відрізків означає, що вста-
новлено їхні довжини і вони виявилися рівними. 
Візьмемо тоді промінь l з початком С, який містить 
відрізок СD. Відрізок СD буде відкладеним на цьо-
му промені. Якщо ж ми відкладемо від точки С ще 
й відрізок АВ, то дістанемо той самий відрізок СD, 
оскільки відрізок з такою довжиною можна відкласти 
лише один. У результаті відрізок АВ немовби сумі-
ститься з відрізком СD.

Отже, якщо відрізки рівні, то їх можна 
сумістити.

2. Нехай тепер маємо два нерівних відрізки АВ 
і СD, і нехай довжина відрізка СD більша за довжину 
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відрізка АВ (рис. 1.34). Якщо ми так само, як у по-
передньому випадку, відкладемо на промені СD від-
різок СВ ′, рівний за довжиною відрізку АВ, то точ-
ка В ′ неодмінно буде внутрішньою точкою відрізка 
СD. Справді, збігатися з точкою D вона не може, 
бо для цього відрізки АВ і СD мають бути рівними. 
Якби ж точка В ′ розмістилася ззовні відрізка СD, 
то тоді відрізок СВ ′ дорівнював би сумі відрізків СD 
і DВ ′ і  тому мав би довжину, більшу за довжину 
відрізка СD, а отже, й за довжину відрізка АВ, що 
неможливо.

Отже, якщо нерівні відрізки відкласти на од­
ному й тому самому промені від його початку, 
то відрізок з меншою довжиною буде частиною 
відрізка з більшою довжиною.

Відповідно до цього, якщо довжина відрізка СD 
більша за довжину відрізка АВ, то кажуть, що й сам 
відрізок СD більший за відрізок АВ, і записують: 
СD > АВ. Тоді ж відрізок АВ уважається меншим від 
відрізка СD, і це записується так: АВ < CD.

Розв’язуємо разом

Задача. 
Чи можуть точки А, В, С лежати на одній прямій, 
якщо АВ = 5 см, ВС = 7 см, АС = 10 см?

Розв’язання. Якщо три точки Х, Y, Z лежать на 
одній прямій, то одна, і тільки одна, з них лежить між 
двома іншими. Нехай точка Y лежить між точками X 
і Z (рис. 1.35). Це означає, що точка Y належить від-
різку XZ. Тоді, за властивістю вимірювання відрізків, 
	 XZ = XY + YZ.
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Отже, XZ — найдовший із трьох відрізків XY, YZ 
і XZ, які попарно сполучають три точки X, Y, Z, і він 
дорівнює сумі двох інших відрізків.

У нашому випадку найдовшим є відрізок АС = 10 см, 
однак він не дорівнює сумі двох інших відрізків, 
оскільки АВ + ВС = 5 + 7 = 12 (см). Отже, точки 
А, В, С не можуть лежати на одній прямій.

Вправи і задачі

	35°.	 Виміряйте і запишіть результати вимірювання для 
усіх відрізків, зображених на рис. 1.36.

	36°.	 Проведіть у зошиті промінь з початком у точці О, 
а  потім відкладіть на ньому відрізки ОА = 6 см 
і ОВ = 2,8 см. Чому дорівнює довжина відрізка ВА? 
Визначте її двома способами.

	37°.	 Проведіть промінь АX, відкладіть на ньому відрізок 
АВ завдовжки 4 см і за допомогою лінійки визначте 
його середину С. Потім побудуйте такий відрізок АD, щоб точка В була його 
серединою. Чому дорівнюють довжини відрізків АС і АD?

	38°.	 На прямій точка N лежить між точками L і M. Який із відрізків з кінцями у цих 
точках має найбільшу довжину?

	39°.	 Порівняйте на око довжини відрізків  АВ і СD на рис. 1.37 та АВ і ВС на 
рис. 1.38, а потім перевірте вимірюванням.

	40°.	 Точка С належить відрізку АВ (рис. 1.39). Визначте довжину відрізка:
	 	 а) АВ, якщо АС = 4,5 см, СВ = 2,7 см;
	 	 б) АС, якщо СВ = 3,6 см, АВ = 9,3 см;
	 	 в) СВ, якщо АС = 5,1 см, АВ = 8 см.
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	41°.	 На прямій по різні боки від точки О відкладені відрізки ОА = 3 см і ОВ = 5 см. 
Чому дорівнює відстань між точками А і В?

	42°.	 Точка О розміщена між точками А і В і віддалена від них на відстань 2,4 см 
і 3,6 см. Чому дорівнює відстань між точками А і В?

	 43.	 Рівні відрізки АВ і ВС розміщені на одній прямій. Котра із точок А, В, С лежить 
між двома іншими?

	 44.	 Точки А, В, С лежать на одній прямій і відрізок ВС більший за відрізок ВА. 
Котра із цих трьох точок може лежати між двома іншими?

	 45.	 Чи можуть точки L, M, N лежати на одній прямій, якщо:
	 	 а) LM = 3 см, LN = 7 см, MN = 9 см;
	 	 б) LM = 3 см, LN = 6 см, MN = 9 см?
	 	 Якщо можуть, то зобразіть це на рисунку.
	 46.	 Точка С ділить відрізок АВ завдовжки 28 см на частини, різниця яких дорівнює 

6 см. Визначте довжини відрізків АС і СВ.
	 47.	 Довжина відрізка дорівнює 28 см. На яких відстанях від кінців відрізка роз-

міщені точки, що ділять його у відношенні 3 : 4?
	 48.	 Точка С — середина відрізка АВ, а точка D — середина відрізка АС. Визначте 

довжину відрізка АВ, якщо ВD = 8 см.
	 49.	 Точки В і С належать відрізку АD завдовжки 12 см. Відомо, що АВ = 6 см, 

СD = 8 см. Визначте довжину відрізка ВС.
	 50•.	 Точки А, В, С лежать на одній прямій. Визначте довжину відрізка ВС, якщо 

АВ = 3,3 см, АС = 4,7 см. Скільки розв’язків має ця задача?
	 51•.	 Точка В належить променю ОА, причому ОВ = 10 см, АВ = 4 см. Визначте 

довжину відрізка ОА. Розгляньте два випадки.
	 52•.	 На промені з початком О позначені точки А, В, С так, що ОА = 5 см, АВ = 6 см, 

ВС = 3 см. Визначте можливу відстань між точками О і С.
	 53•.	 Точки А, В, С, D лежать на одній прямій, і при цьому АВ = 13 см, ВС = 8 см, 

СD = 6 см. Визначте найбільшу і найменшу з можливих відстаней між точками 
А і D.

	 54•.	 Точка ділить відрізок на дві частини, відстань між серединами яких дорівнює 
5 см. Чому дорівнює довжина відрізка?

	 55•.	 Точка С належить відрізку АВ. Обґрунтуйте, що відстань між серединами 
відрізків АС і СВ не залежить від розміщення точки С. Чому вона дорівнює, 
якщо довжина відрізка АВ дорівнює 16 см?  

	 56•.	 Відрізки АВ і СD лежать на одній прямій і мають спільну середину. Обґрун-
туйте, що тоді відрізки АС і ВD — рівні. Чи можна стверджувати, навпаки, 
що коли відрізки АВ і СD лежать на одній прямій, а відрізки АС і ВD рівні, 
то відрізки АВ і СD мають спільну середину?
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Ñ  ò  î  ð  ³  í  ê  è    ³  ñ  ò  î  ð  ³  ¿ 

Як вимірювали довжини у різні часи

Ñó÷àñíà ëþäèíà çàçâè÷àé íå çàäóìóºòüñÿ íàä 
òèì, ùî ò³ ÷èñëåíí³ áëàãà öèâ³ë³çàö³¿, ÿêèìè âîíà 
êîðèñòóºòüñÿ, çàáåçïå÷åí³ íåâòîìíîþ ïðàöåþ âñüîãî 
ëþäñòâà óïðîäîâæ â³ê³â. Õàðàêòåðíèì ïðèêëàäîì 
º âèì³ðþâàííÿ äîâæèí ³ â³äñòàíåé. Õòî òåïåð íå 
çíàº, ùî äîâæèíè, які ñóì³ðí³ ç ðîñòîì ëþäèíè, 
âèì³ðþþòü ó ñàíòèìåòðàõ, á³ëüø³  — ó äåöèìåòðàõ 
³ ìåòðàõ, âåëèê³ â³äñòàí³ — ó ê³ëîìåòðàõ, à ìàëåíüê³ 
ïðîì³æêè — ó ì³ë³ìåòðàõ? Õòî íå çíàº, ùî ì³æ öèìè 
îäèíèöÿìè ³ñíóþòü äóæå ïðîñò³ ñï³ââ³äíîøåííÿ, ÿê³ 
âèðàæàþòüñÿ ìíîæåííÿì ÷è ä³ëåííÿì íà ñòåï³íü ÷èñëà 
10? Íàðåøò³, õòî íå çíàº, ùî äëÿ ïðîâåäåííÿ самих 
âèì³ðþâàíь âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðîñò³ ïðèëàäè  — 
ë³í³éêè, ñòð³÷êè, ñêëàäí³ ìåòðè, ðóëåòêè òîùî? 
² êîæíà ëþäèíà, â ÿê³é áè ÷àñòèí³ ñâ³òó íå проживала, 
óçÿâøè îäèí ³ç òàêèõ ïðèëàä³â, ìîæå ëåãêî ïåðåâ³ðèòè 
âêàçàí³ будь-де ðîçì³ðè àáî çàêëàñòè потрібні ðîçì³ðè 
ó âèð³á, ÿêèé çáèðàºòüñÿ âèãîòîâëÿòè. Àëå òàê áóëî 
íå çàâæäè. Á³ëüøó ÷àñòèíó ñâîº¿ ³ñòîð³¿ ëþäñòâî íå 
ìàëî çàãàëüíîïðèéíÿòèõ ì³ð.

1. Ïåðø³ åòàëîíè — â ëþäèí³
Ïåðøèìè ì³ðàìè äîâæèíè, ïðèðîäíî, ñëóæèëè ча-

стиíè ëþäñüêîãî ò³ëà — íàé÷àñò³øå ðóê ³ í³ã.
Ùå äàâí³ ºãèïòÿíè, âàâèëîíÿíè òà ³íø³ íàðîäè 

çàñòîñîâóâàëè òàêó ì³ðó, ÿê ë³êîòü, ùî äîð³âíþâàëà 
â³äñòàí³ â³ä ë³êòÿ äî ê³íöÿ ðîçïðÿìëåíîãî ñåðåäíüîãî 
ïàëüöÿ ðóêè. Ë³êòÿìè, çîêðåìà, äóæå çðó÷íî âèì³
ðþâàòè мотузки òà â³äð³çè òêàíèíè. Ïîâíèé îáåðò 
òêàíèíè äîâêîëà ë³êòÿ íàçèâàâñÿ ïîäâ³éíèì ë³êòåì. 
Öÿ ì³ðà òåæ çàñòîñîâóâàëàñÿ ó áàãàòüîõ íàðîä³â.

Ë³êîòü íå ìàâ ñòàëî¿ âåëè÷èíè. Ó ð³çíèõ äåðæàâàõ 
³ â ð³çí³ ÷àñè çàñòîñîâóâàëèñÿ ð³çí³ ë³êò³. Навіть 
â îäí³é державі â îäèí ÷àñ ìîãëè ³ñíóâàòè ð³çí³ ë³êò³. 

Міра лікоть

Вимірювання сучасною 
рулеткою
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Íàéäîâøèì çàçâè÷àé áóâ öаðñüêèé ë³êîòü, ÿêèé 
çàñòîñîâóâàâñÿ ïðè çáîð³ ïîäàò³.

Ó ðóñüê³é äåðæàâ³ ì³ðà, àíàëîã³÷íà ë³êòþ, íàçèâàëàñÿ 
аðøèíîì. Â³äîìèé ðîñ³éñüêèé ³ñòîðèê і ïèñüìåííèê 
М.Ì. Êàðàìç³í (1766−1826) уâàæàâ, ùî öÿ íàçâà 
була çàïîçè÷åíà вíàñë³äîê òîðã³âë³ ç³ ñõ³äíèìè íàðî
äàìè. Çîêðåìà, ó ïåðñ³â ë³êîòü íàçèâàâñÿ «àðø³». 
Íåäîáðîñîâ³ñí³ êóïö³ ÷àñòî ïî-ñâîºìó òëóìà÷èëè цю 
ì³ðó. Çâ³äñè бере свій початок відомий вислів «ì³ðÿòè 
íà ñâ³é àðøèí», ùî îçíà÷àº «ïî-ñâîºìó підходити до 
ñïðàâи, ïèëüíóâàòè ñâî¿ ³íòåðåñè».

Äð³áí³øèìè â³ä ë³êòÿ та аршина ì³ðàìè äîâæèíè 
були: äîëîíÿ (íàïðèêëàä, â þäå¿â, áðèòàíö³â), êóëàê 
(â àðàá³â) ³ ï’ÿäü (у давніх ðóñè÷³â).

Äîëîíÿ — öå øèðèíà êèñò³ ðóêè. У êëàñè÷í³é àíã
ë³éñüê³é ë³òåðàòóð³ ÷àñòî çóñòð³÷àþòüñÿ îïîâ³ä³ ïðî 
âèì³ðþâàííÿ âèñîòè êîíåé ñàìå äîëîíÿìè.

Ìàëà ï’ÿäü — öå â³äñòàíü â³ä ê³íöÿ âåëèêîãî ïàëüöÿ 
äî ê³íöÿ âêàç³âíîãî, à âåëèêà ï’ÿäü — â³äñòàíü â³ä ê³íöÿ 
âåëèêîãî ïàëüöÿ äî ê³íöÿ ì³çèíöÿ ïðè íàéá³ëüøîìó 
ìîæëèâîìó їхньому ðîçâåäåíí³. Ï’ÿä³ çóñòð³÷àþòüñÿ 
óæå â àêòàõ XIV ñò. Ââàæàëîñÿ, ùî â àðøèí³ ì³ñòяòüñÿ 
4 ï’ÿä³. Òîìó ï’ÿäü ÷àñòî íàçèâàëàñÿ òàêîæ ÷âåðòêîþ. 
Ç ï’ÿääþ ïîâ’ÿçàíèé êðèëàòèé âèñë³â: «Áåðåãòè êîæíó 
ï’ÿäü ð³äíî¿ çåìë³».

Ùå äð³áí³øîþ ì³ðîþ äîâæèíè áóâ ïаëåöü (íàïðèê
ëàä, ó âàâèëîíÿí) ³ äþéì (â àíãëî-ñàêñîíñüêèõ íàðîä³â). 
Ö³ëêîì ïðèðîäíî, ùî äоëîíÿ äîð³âíþâàëà 4 ïàëüöÿì.

Äþéì ïî÷àòêîâî ââàæàâñÿ ð³âíèì äîâæèí³ ñóãëîáà 
âåëèêîãî ïàëüöÿ. Ïðî öå ãîâîðèòü ³ ñàìà íàçâà: 
ñëîâî duim ãîëëàíäñüêîþ ìîâîþ ÿêðàç ³ îçíà÷àº 
«âåëèêèé ïàëåöü».

Íà ïî÷àòêó XVII ñò. óêàçîì ðîñ³éñüêîãî öàðÿ Ïåòðà ² 
áóëà âñòàíîâëåíà â³äïîâ³äí³ñòü ì³æ òðàäèö³éíèìè 
ðîñ³éñüêèìè і íîâèìè àíãë³éñüêèìè ì³ðàìè — «çàðàäè 
êðàùî¿ óçãîäæåíîñò³ ç ºâðîïåéñüêèìè íàðîäàìè 
ó òðàêòàòàõ ³ êîíòðàêòàõ». Â³äïîâ³äíî äî öüîãî óêàçó, 
1 àðøèí ïðèð³âíþâàâñÿ äî 28 àíãë³éñüêèõ äþéì³â.

²ùå ç ÷àñ³â Êè¿âñüêî¿ Ðóñ³ íà óêðà¿íñüêèõ çåìëÿõ 
çàñòîñîâóâàëàñÿ òàêà ì³ðà äîâæèíè, ÿê ñаæåíü. Ïðî 

Міра долоня

Міра палець
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öå, çîêðåìà, ñâ³ä÷èòü ³ Íåñòîð-ë³òîïèñåöü. Ñëîâî 
«ñаæåíü» ìàëî ïåðâ³ñíó ôîðìó «ñÿæåíü». Òîìó 
йìîâ³ðíî, ùî âîíî ïîõîäèëî â³ä ä³ºñëîâà «ñÿãàòè».

Ðîçð³çíÿëè ìаõîâèé ñаæåíü, ùî äîð³âíþâàâ 
ðîçìàõó ðóê, ³ êîñèé ñаæåíü, ð³âíèé â³äñòàí³ â³ä 
ï’ÿòè ïðàâî¿ íîãè äî ê³íö³â ïàëüö³â âèòÿãíóòî¿ âãîðó 
ë³âî¿ ðóêè. Çâè÷àéíî, êîñèé ñàæåíü áóâ á³ëüøèì â³ä 
ìàõîâîãî. Òîìó ïðî кремезних ÷îëîâ³ê³â (çîêðåìà, 
ïðî êàçêîâèõ ãåðî¿â) êàçàëè, ùî âîíè ìàþòü «êîñèé 
ñàæåíü ó ïëå÷àõ». ²íêîëè òàêå ïîð³âíÿííÿ ìîæíà 
ïî÷óòè é íèí³.

Ó XVII ñò. áóëî óçàêîíåíî, ùî ì³ðà 1 ñàæåíü ñòàíîâèòü 
3 àðøèíè, ùî íà íèí³øí³é âèì³ð äîð³âíþº 2,13 ì. 
Çîêðåìà, â «Ñîáîðíîìó óêëàä³» 1649 ðîêó ñêàçàíî: 
«À ñàæåíü, ùîá ì³ðÿòè çåìëþ ÷è ùîñü ³íøå, — ðîáèòè 
íà òðè àðøèíè, à á³ëüøå àáî ìåíøå òðüîõ àðøèí³â 
ñàæí³â íå ðîáèòè». Íà â³äì³íó â³ä êîñîãî òà ìàõîâîãî 
ñàæí³â, öåé íîâèé ñàæåíü íàçèâàâñÿ öаðñüêèì àáî 
êаçåííèì.

Íàéïîøèðåí³øîþ ç ì³ð, ïîâ’ÿçàíèõ ç íîãîþ 
ëþäèíè, º ôóò. Â³í äîð³âíþº ñåðåäí³é äîâæèí³ 
ñòóïí³ äîðîñëî¿ ëþäèíè (àíãë³éñüêå foot ÿêðàç ³ îçíà÷àº 
«íîãà», «ñòóïíÿ»). Öÿ ì³ðà òåæ çàñòîñîâóâàëàñÿ 
ó ð³çíèõ íàðîä³â. Â Àíãë³¿ ôóò áóâ óçàêîíåíèé ðàçîì 
іç äþéìîì ó XIV ñò. êîðîëåì Åäâàðäîì ²²: 1 ôóò 
ââàæàâñÿ ð³âíèì 12 äþéìàì, ùî íà íèí³øí³é âèì³ð 
ñòàíîâèòü 30,48 ñì. Ôðàíöóçüêèé êîðîë³âñüêèé 
ôóò (ÿêèé òåæ ïîä³ëÿâñÿ íà 12 äþéì³â ³ áóâ ó Ôðàíö³¿ 
îñíîâíîþ ì³ðîþ äîâæèíè àæ äî ââåäåííÿ ìåòðà), 
ìàâ äîâæèíó 32,5 ñì.

Нå ìåíø ö³êàâå ïîõîäæåííÿ îñíîâíî¿ ì³ðè äîâæèíè 
â àíãëî-ñàêñîíñüêèõ íàðîä³â  — ÿðäà. Öÿ ì³ðà 
áóëà óçàêîíåíà àíãë³éñüêèì êîðîëåì Ãåíð³õîì ² ùå 
ó 1101 ðîö³. Çã³äíî ç ëåãåíäîþ, 1 ÿðä — öå â³äñòàíü â³ä 
ê³í÷èêà íîñà öüîãî êîðîëÿ äî ê³íöÿ ñåðåäíüîãî ïàëüöÿ 
éîãî âèòÿãíóòî¿ ðóêè. Ùîïðàâäà, çà ³íøîþ âåðñ³ºþ 
ïðîîáðàçîì ÿðäà ñòàâ ìå÷ Ãåíð³õà ². 1 ÿðä уâàæàºòüñÿ 
ð³âíèì 3 ôóòàì. Íà äàíèé ÷àñ — öå ïðèáëèçíî 91 ñì.

Міра фут

Міра ярд
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2. Еталон — ячмінна зернина
Ó 1324 ð. àíãë³éñüêèé êîðîëü Åäâàðä ²² óòî÷íèâ 

âåëè÷èíó äþéìà. Çã³äíî ç êîðîë³âñüêèì óêàçîì, 1 äþéì 
äîð³âíþâàâ «äîâæèí³ òðüîõ ÿ÷ì³ííèõ çåðíèí, óçÿòèõ 
³ç ñåðåäíüî¿ ÷àñòèíè êîëîñêà ³ ïðèêëàäåíèõ îäíå äî 
îäíîãî ñâî¿ìè ê³íöÿìè». À â àíãë³éñüêîìó ïîáóò³ ùå 
é äîñ³ çàëèøèëàñÿ ì³ðêà «ÿ÷ì³ííå çåðíÿ», ùî äîð³âíþº 
òðåòèí³ äþéìà. Ö³êàâî згадати, ùî óëþáëåíà ä³òüìè 
Äþéìîâî÷êà  — ìàëåñåíüêà ä³â÷èíêà ç îäíîéìåííî¿ 
êàçêè Àíäåðñåíà, ÿêà ìîãëà æèòè ó êâ³òö³ ³ ìàëà çð³ñò 
1 äþéì, íàðîäèëàñÿ саме з ÿ÷ì³ííî¿ çåðíèíè.

Ó XVI ñò. â³äîìèé òîãî÷àñíèé ó÷åíèé Õðèñòîô 
Êëàâ³é (1537−1612) çàïðîïîíóâàâ óòî÷íèòè ðîçì³ðè 
ôóòà çà äîïîìîãîþ òèõ ñàìèõ ÿ÷ì³ííèõ çåðíèí. 
Ïîëîâèíó ôóòà, çà Êëàâ³ºì, ìàëè âèçíà÷àòè 64 çåð
íèíè, ïðèêëàäåíі îäíà äî îäíî¿ óïîïåðåê. Öå äàâàëî 
çìîãó äóæå ïðîñòî â³äòâîðþâàòè äîâæèíó åòàëîíа 
ó áóäü-ÿêîìó ì³ñö³, îñê³ëüêè товщина ÿ÷ì³ííèõ 
çåðíèí äóæå ñòàá³ëüíà (çíà÷íî ñòàá³ëüí³øà â³ä ¿õíüî¿ 
äîâæèíè, ÿêó çàñòîñîâóâàëè äëÿ âèçíà÷åííÿ äþéìà), 
à âåëèêà ê³ëüê³ñòü óçÿòèõ çåðíèí ïðàêòè÷íî ïîâí³ñòþ 
çãëàäæóâàëà ³íäèâ³äóàëüí³ â³äõèëåííÿ â³ä ñåðåäíüî¿ 
âåëè÷èíè. Äî òîãî æ, ÷èñëî 64 º ñòåïåíåì äâ³éêè. 
À öå äàâàëî çìîãó ïðîñòèì ä³ëåííÿì íàâï³ë діставати 
ìåíø³ äîë³ ôóòà.

3. ×àñ ÿê â³äñòàíü
Ïðèíöèïîâî ³íø³ ñïîñîáè çàñòîñîâóâàëèñÿ 

äëÿ âñòàíîâëåííÿ îäèíèöü âèì³ðþâàííÿ âåëèêèõ 
â³äñòàíåé. Âîíè ïîâ’ÿçóâàëèñÿ ç óðàõóâàííÿì ÷àñó 
íà ¿õíº ïîäîëàííÿ. Íàïðèêëàä, òàêîþ áóëà ì³ðà 
äîâæèíè ñòаä³é. Уâàæàºòüñÿ, ùî öÿ ì³ðà âèíèêëà 
ó Äàâíüîìó Âàâèëîí³. Äîñòåìåííî â³äîìî, ùî ñòàä³ÿìè 
âèì³ðþâàëè â³äñòàí³ äàâí³ ãðåêè. Çîêðåìà, â³ä öüîãî 
ñëîâà óòâîðèëîñÿ ñó÷àñíå ñëîâî «ñòàä³îí».

Çà ïåðåêàçàìè, ñòàä³é äîð³âíþâàâ â³äñòàí³, ÿêó 
äîðîñëà ëþäèíà ïðîõîäèòü ðîçì³ðåíèì êðîêîì çа 
ïðîì³æîê ÷аñó â³ä ïîÿâè ïåðøîãî ñîíÿ÷íîãî ïðîìåíÿ 
ïðè ñõîä³ ñîíöÿ äî òîãî ìîìåíòó, êîëè âåñü ñîíÿ÷íèé 
äèñê ïîâí³ñòþ ç³éäå íàä ãîðèçîíòîì. Îñê³ëüêè äîáðå 

Õðèñòîô Êëàâ³é  
(Êëàâ³é Øëþññåëü)  

(1537–1612) — ³òàë³éñüêèé 
ìàòåìàòèê í³ìåöüêîãî 

ïîõîäæåííÿ. Íàéá³ëüøå 
â³äîìèé ÿê êåð³âíèê ïðîåêòó 
ç óâåäåííÿ гðèãîð³àíñüêîãî 
êàëåíäàðÿ, ÿêèì уâåñü ñâ³ò 

êîðèñòóºòüñÿ é ïîíèí³.

Античний стадіон  
у Дельфах (Греція).  
Довжина його бігової 

доріжки, відзначеної з обох 
боків кам’яними лініями, 

дорівнює 177,5 м.  
Вочевидь, таким і був  
«стадій» у цьому місті  

в колишні часи.
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â³äîìî, ùî ñõ³ä ñîíöÿ òðèâàº 2 õâ, òî, âðàõîâóþ÷è 
ñåðåäíþ øâèäê³ñòü ï³øîõîäà, ëåãêî ä³éòè âèñíîâêó, 
ùî âåëè÷èíà ñòàä³ÿ ïåðåáóâàëà â ìåæàõ â³ä 160 äî 
195 ìåòð³â.

Â³äîìî, ùî âàâèëîíÿíè ä³ëèëè ñâ³é ñòàä³é íà 360 
ë³êò³â. À îñê³ëüêè ë³êîòü ó íèõ ïðèáëèçíî äîð³âíþâàâ 
54 ñì, òî çâ³äñè íåâàæêî âèâåñòè, ùî äîâæèíà 
âàâèëîíñüêîãî ñòàä³ÿ ñòàíîâèëà ïðèáëèçíî 194 ì.

Íà îñíîâ³ аналогічних ì³ðêóâàíü ç’ÿñîâàíî, ùî 
ðèìñüêèé ñòàä³é мав äîâæèíó 185 ì , à ãðåöüêèé 
îë³ìï³éñüêèé — 192 ì.

²äåÿ ç âèêîðèñòàííÿì ÷àñîâèõ ïðîì³æê³â äëÿ 
âñòàíîâëåííÿ ì³ðè äîâæèíè дістала íåñïîä³âàíèé 
ðîçâèòîê ó XVII ñò. Ó ðåçóëüòàò³ ô³çè÷íèõ åêñïåðè
ìåíò³â ç ìàÿòíèêîì (âàæëèâèì åëåìåíòîì ìàÿòíè
êîâîãî ãîäèííèêà, ÿêèé ÿêðàç òîä³ áóв âèíàéäåíий) 
ç’ÿñóâàëîñÿ, ùî ïåð³îä êîëèâàííÿ ìàÿòíèêà çàëå
æèòü â³ä éîãî äîâæèíè. Íà îñíîâ³ öüîãî ñàìèì 
âèíàõ³äíèêîì ìàÿòíèêîâîãî ãîäèííèêà ãîëëàíäñüêèì 
ìàòåìàòèêîì ³ ìåõàí³êîì Õðèñò³àíîì Ãþéґåíñîì 
(1629−1695) ó  1664 ðîö³ áóëî çàïðîïîíîâàíî çà 
îäèíèöþ âèì³ðþâàííÿ â³äñòàíåé äîâæèíó òàêîãî 
ìàÿòíèêà, ïåð³îä êîëèâàííÿ ÿêîãî ñòàíîâèòü 
1 ñåêóíäó. А італійський природодослідник, винахідник 
і мандрівник Тіто Бураттіні (1617–1681) ó 1675 ðîö³ 
çàïðîïîíóâàâ ³ íàçâó äëÿ ö³º¿ íîâî¿ îäèíèö³ — ìåòð, 
óòâîðèâøè ¿¿ â³ä ãðåöüêîãî ñëîâà «ìåòðåî», òîáòî 
«âèì³ðþþ».

Ïðîòå íåâäîâç³ íåñïîä³âàíî ç’ÿñóâàëîñÿ, ùî ïå
ð³îä êîëèâàííÿ ìàÿòíèêà çàëåæèòü íå ò³ëüêè â³ä 
éîãî äîâæèíè, à é â³ä ãåîãðàô³÷íî¿ øèðîòè ì³ñöÿ, äå 
ïðîâîäèòüñÿ âèì³ðþâàííÿ. Çîêðåìà, ïîáëèçó åêâàòîðà 
³ â ñåðåäí³õ øèðîòàõ ö³ âåëè÷èíè ñóòòºâî â³äð³çíÿþòüñÿ 

Фронтиспіс до трактату 
Тіто Бураттіні  

«Універсальна міра»  
(Misura Universale) (1675 р.)

Õðèñòіан Гюйгенс

Äàâíüîâàâèëîíñüêà ë³í³éêà (áë. 2000 ð. äî í. å.). Îñê³ëüêè öÿ ë³í³éêà º ôðàãìåíòîì íàï³âçðóéíîâàíî¿ 
ñòàòó¿ öàðÿ Ãóäåÿ, òî ìîæíà ââàæàòè, ùî íåþ âèçíà÷àëàñÿ ïîëîâèíà äàâíüîâàâèëîíñüêîãî öàðñüêîãî 
ë³êòÿ. Ë³í³éêà ïîä³ëåíà íà 16 ð³âíèõ ÷àñòèí, ³ç ÿêèõ äðóãà ó ñâîþ ÷åðãó ïîä³ëåíà íà 6, ÷åòâåðòà — 

íà 5 рівних частин, øîñòà — íà 4, âîñüìà — íà 3, à äåâ’ÿòà — íà 2 ð³âí³ ÷àñòèíè.
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Пам’ятник «Глобус»  
(він же й знак нульового  

кілометра) у Києві (2001 р.)

îäíà â³ä îäíî¿. Âèÿâèâøè öåé íåäîë³ê, ïîì³òèëè é ³íøèé, 
à ñàìå, ùî ïðè ðåàë³çàö³¿ ö³º¿ ³äå¿ îäèíèöÿ âèì³ðþâàííÿ 
äîâæèíè «ïðèâ’ÿçóâàëàñÿ» äî îäèíèö³ âèì³ðþâàííÿ ÷àñó. 
À öå â òåîðåòè÷íîìó àñïåêò³ çíà÷íî ã³ðøå, í³æ àáè 
ö³ âåëè÷èíè âèçíà÷àëèñÿ íåçàëåæíî îäíà â³ä îäíî¿. Òîìó, 
íåçâàæàþ÷è íà îðèã³íàëüí³ñòü ³äå¿, â³ä íå¿ â³äìîâèëèñÿ, 
çàëèøèâøè ëèøå на майбутнє íàçâó «ìåòð» äëÿ îäèíèö³ 
âèì³ðþâàííÿ äîâæèí.

4. Óí³âåðñàëüíèì ì³ðèëîì îãîëîøåíî 
Çåìëþ

Ó 1670 ðîö³ ôðàíöóçüêèé äîñë³äíèê Ìóòîí âèñóíóâ 
ùå á³ëüø çàõîïëþþ÷ó ³äåþ — ïîâ’ÿçàòè îäèíèöþ 
âèì³ðþâàííÿ äîâæèí ç ðîçì³ðàìè âñ³º¿ ìàò³íêè-Çåìë³, 
òî÷í³øå, ç äîâæèíîþ ¿¿ ìåðèä³àíà. Àëå äëÿ ðåàë³çàö³¿ 
ö³º¿ ñì³ëèâî¿, à ïî ñóò³ ãëèáîêî ô³ëîñîôñüêî¿ òà 
ãóìàí³ñòè÷íî¿ ³äå¿, ïîòð³áí³ áóëè îñîáëèâ³ ñóñï³ëüíî-
ïîë³òè÷í³ óìîâè. Âîíè ç’ÿâèëèñÿ ëèøå ÷åðåç ñîòíþ ë³ò 
ó çâ’ÿçêó ç ðåâîëþö³éíèìè ïîä³ÿìè ó Ôðàíö³¿ íàïðèê³íö³ 
XVIII ñò. Ëèøå ðåâîëþö³éíèé ðóõ, ÿêèé îõîïèâ 
òîä³ öþ êðà¿íó, äàâ çìîãó îðãàí³çóâàòè â³äïîâ³äí³ 
âåëèêîìàñøòàáí³ âèì³ðþâàííÿ, à íàéãîëîâí³øå  — 
ñòèìóëþâàâ ïåðåõ³ä íà íîâó ñèñòåìó ì³ð. Â óñ³õ ³íøèõ 
êîíñåðâàòèâí³øèõ êðà¿íàõ öåé ïåðåõ³ä çàòÿãíóâñÿ 
á³ëüøå, ÿê íà ñòîë³òòÿ, à â äåÿêèõ íå ðåàë³çîâàíèé 
ïîâíîþ ì³ðîþ é äîñ³.

Õàðàêòåðíèì ó öüîìó çâ’ÿçêó º çâåðíåííÿ ôðàí
öóçüêîãî óðÿäó äî íàñåëåííÿ 1790 ð. Â íüîìó, çîêðåìà, 
ìîâèëîñÿ:

«ßê ìîæóòü äðóç³ ð³âíîñò³ ìèðèòèñÿ ç ðîçìà¿òòÿì 
³ íåçðó÷í³ñòþ ì³ð, ÿê³ çáåð³ãàþòü ùå ïàì’ÿòü ïðî 
ãàíåáíå ôåîäàëüíå ðàáñòâî..., у òîé ÷àñ, ÿê âîíè êëÿëèñÿ 
çíèùèòè ñàìó íàçâó òèðàí³¿, ÿêîþ á âîíà íå áóëà?.. Äëÿ 
ñòâîðåííÿ ³ñòèííî ô³ëîñîôñüêî¿ ñèñòåìè ì³ð, ÿêà áóëà 
á äîñòîéíîþ â³êó ïðîñâ³òíèöòâà, íå ìîæíà âçÿòè 
í³÷îãî, ùî íå ´ðóíòóâàëîñÿ б íà òâåðäèõ ï³äâàëèíàõ, 
ùî íå ïîâ’ÿçàíî íàéò³ñí³øèì ÷èíîì ç ïðåäìåòàìè 
íåçì³ííèìè, í³÷îãî, ùî â ïîäàëüøîìó ìîãëî á çàëåæàòè 
â³ä ëþäåé ³ â³ä ïîä³é. Ïîòð³áíî çâåðíóòèñÿ äî ñàìî¿ 
ïðèðîäè ³ âçÿòè îñíîâó ñèñòåìè ì³ð іç ¿¿ íàäð ...».
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5. ßê æå çì³ðÿëè Çåìëþ?
Ó áåðåçí³ 1791 ðîêó Íàö³îíàëüí³ çáîðè Ôðàíö³¿ 

çàòâåðäèëè ïðîïîçèö³þ Àêàäåì³¿ íàóê, ùî âèõîäèëà â³ä 
íàéâèäàòí³øèõ òîãî÷àñíèõ ó÷åíèõ Ëàïëàñà, Ëàãðàíæà, 
Ìîíæà, Ëàâóàçüº òà ³í., — ïðî ñïîðÿäæåííÿ ñïåö³àëüíî¿ 
åêñïåäèö³¿ äëÿ âèì³ðþâàííÿ çåìíîãî ìåðèä³àíà. Áóëî 
âèð³øåíî âèì³ðÿòè äîâæèíó ïàðèçüêîãî ìåðèä³àíà 
ì³æ äâîìà ì³ñòàìè, ðîçì³ùåíèìè íà íüîìó,  — 
Äþíêåðêîì (ïðèìîðñüêèì ì³ñòîì íà ï³âíî÷³ Ôðàíö³¿) 
³ Áàðñåëîíîþ (³ñïàíñüêèì ì³ñòîì íà áåðåç³ 
Ñåðåäçåìíîãî ìîðÿ). Çíàþ÷è ãåîãðàô³÷í³ øèðîòè öèõ 
ì³ñò, ïîò³ì áóëî ëåãêî îá÷èñëèòè é äîâæèíó âñüîãî 
ìåðèä³àíà. Âèíÿòêîâî ñïðèÿòëèâîþ îáñòàâèíîþ áóëî 
òå, ùî îáèäâà âèáðàí³ ì³ñòà çíàõîäèëèñÿ íà ð³âí³ 
ìîðÿ, îñê³ëüêè öå ñóòòºâî ñïðîùóâàëî âèì³ðþâàííÿ 
й ï³äâèùóâàëî ¿õíþ òî÷í³ñòü. Êåð³âíèêàìè åêñïåäèö³¿ 
áóëî ïðèçíà÷åíî àêàäåì³ê³â Æàíà Áàò³ñòà Äåëàìáðà 
(1749 − 1822) і Ï’ºðà Ìåøåíà (1744 − 1804).

Âèì³ðþâàëüí³ ðîáîòè åêñïåäèö³¿ òà â³äïîâ³äí³ 
ðîçðàõóíêè òðèâàëè äåê³ëüêà ðîê³â. Íà â³äñòàí³ 
áëèçüêî 1 000 êì ì³æ Äþíêåðêîì ³ Áàðñåëîíîþ çà 
äîïîìîãîþ ïðîâ³øóâàííÿ áóëî ïîáóäîâàíî й âèì³ðÿíî 
115 òðèêóòíèê³â, ðîçì³ùåíèõ óçäîâæ ìåðèä³àíà. Øóêàíà 
âåëè÷èíà áóëà çíàéäåíà îá÷èñëåííÿì ³  підñóìоâу
ванíÿì äîâæèí â³äð³çê³â ìåðèä³àíà, ðîçì³ùåíèõ 
уñåðåäèí³ êîæíîãî òðèêóòíèêà. Для цього çàñòîñî
âóâàëèñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ, які ³ñíóþòü ì³æ êóòàìè  
і ñòîðîíàìè òðèêóòíèêà (вè âèâ÷àòиìåте ¿õ ó 9 êëàñ³). 
Ç îñîáëèâîþ òî÷í³ñòþ âèì³ðþâàëàñÿ ëèøå îäíà ñòîðîíà 
êðàéíüîãî òðèêóòíèêà — òàê çâàíà áаçа. À â óñ³õ ðåøòè 
òðèêóòíèêàõ çà äîïîìîãîþ êóòîì³ðíèõ ïðèëàä³â âèì³
ðþâàëèñÿ ëèøå êóòè  — ùî çíà÷íî ïðîñò³øå, í³æ 
âèì³ðþâàííÿ â³äñòàíåé. Çà äîïîìîãîþ ôîðìóë, ÿê³ 
ïîâ’ÿçóþòü ñòîðîíè й êóòè òðèêóòíèêà, êðîê çà êðîêîì, 
ïî÷èíàþ÷è â³ä ïåðøîãî òðèêóòíèêà, îá÷èñëþâàëèñÿ 
ñòîðîíè вñ³õ ³íøèõ òðèêóòíèê³â, à ïîò³ì ³ â³äð³çêè 
ìåðèä³àíà, ðîçì³ùåí³ âñåðåäèí³ íèõ.

Âñòàíîâèâøè äîâæèíó ïàðèçüêîãî ìåðèä³àíà 
ó ñòàðèõ ôðàíöóçüêèõ ì³ðàõ (òóàçàõ ³ ôóòàõ; 1 òóàç 
äîð³âíþâàâ 6 ôóòàì), áóëî âèð³øåíî çà îñíîâó íîâî¿ 

Загальна сõåìà âèì³ðþâàííÿ 
äîâæèíè ïàðèçüêîãî 

ìåðèä³àíà

Зала Кассіні у Паризькій 
обсерваторії з лінією ну-

льового меридіана (названа 
на честь астронома Джо-

ванні Кассіні (1625–1712), 
який понад 40 років був 

директором цієї обсервато-
рії). Уздовж лінії меридіа-
на — карта вимірювальних 
робіт експедиції Деламбра 

і Мешена.
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ì³ðè — ìåòðà — âçÿòè 1
40 000 000

 â³ä çíàéäåíî¿ 

âåëè÷èíè. Ó ñòàðèõ ôðàíöóçüêèõ ì³ðàõ öå ñòàíîâèëî 

3 ôóòè ³ 11,44 ë³í³¿ (1 ë³í³ÿ = 1
12

 фута).

6. Åòàëîí ñòâîðåíî
Ïåðøèé åòàëîí ìåòðà áóëî âèãîòîâëåíî ó 1799 ðîö³. 

Àëå íàâ³òü ó Ôðàíö³¿ ïîâíèé ïåðåõ³ä íà íîâó ñèñòåìó 
âèì³ðþâàííÿ â³äáóâñÿ ëèøå ó 1840 ð. À ì³æíàðîäíîþ 
ì³ðîþ ìåòð ñòàâ ó 1872 ð. ï³ñëÿ â³äïîâ³äíîãî ð³øåííÿ 
ñïåö³àëüíî ñêëèêàíî¿ у Ïàðèæ³ меридіанної êîíôåðåíö³¿. 
Òîä³ æ áóëî çàòâåðäæåíî ì³æíàðîäíèé åòàëîí ìåòðà, 
який було âèãîòîâëåíо ç³ ñïëàâó ïëàòèíè (90%) òà ³ðèä³þ 
(10%). Åòàëîí ìàº ôîðìó ñòåðæíÿ çàâäîâæêè 102 ñì іç 
äâîìà ì³òêàìè íà â³äñòàíÿõ 1 ñì â³ä ê³íö³â. Â³äñòàíü 
ì³æ öèìè ì³òêàìè ÿêðàç ³ óîñîáëþº äîâæèíó 1 ì. 
Ïîïåðå÷íèé ïåðåð³ç åòàëîíà íàãàäóº ë³òåðó Õ. Ñàìå òàêà 
ôîðìà çàáåçïå÷óº éîìó íàéá³ëüøó ì³öí³ñòü ïðè 
íàéìåíø³é âàç³ (îñòàííº äóæå âàæëèâî, îñê³ëüêè 
ïëàòèíà, ÿêà äîì³íóº у ñïëàâ³, äîðîæ÷à íàâ³òü за çîëîòо).

§4.	 Кути та їхнє вимірювання

Коли у побуті говорять про кут, наприклад, у кім
наті, на майданчику, на ділянці, між вулицями тощо, 
то мають на увазі фігуру, утворену двома відрізка-
ми-сторонами. На рис. 1.40 дужкою позначений один 
із кутів у парку. У геометрії теж використовується 
схоже поняття про кут, коли, наприклад, говорять про 
кути трикутника. Однак у застосуваннях геометрії, 
наприклад, при складанні планів місцевості з допо
могою візування, доводиться розглядати і кути з як 
завгодно продовженими сторонами, тобто утвореними 
променями. Промені містять у собі й відрізки, однак 
жоден відрізок не вмістить променя. Тому аби можна 
було користуватися як одним, так і іншим уявленням 
про кут, приймається таке його означення.

Міжнародний еòàëîí ìåòðà

Ðèñ. 1.40

Уроки 
6–7
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Означення . 
Кутом називається фігура, що складається 
із двох променів, які мають спільний поча­
ток. При цьому кожен із променів назива­
ється стороною кута, а їхній спільний поча­
ток — вершиною кута.

Кут позначають або його вершиною, або сторона-
ми, або вершиною і ще двома точками, взятими на 
кожній зі сторін. Саме слово «кут» часто замінюють 
значком ∠.

На рис.  1.41 зображений кут з вершиною О 
і сторонами ОА, ОВ, які також позначені як a і b. 
Позначити цей кут можна одним із таких способів: 
∠Î, ∠ÀÎÂ, ∠аb або ∠(ab). При цьому позначен-
ня у формі ∠Î застосовується лише у тому разі, 
коли ïðè âåðøèí³ Î íå ðîçãëÿäàєòüñÿ інших кутів. 
Звернімо також увагу, що у позначенні ∠ÀÎÂ вер­
шина кута розміщується між точками, взятими 
на сторонах.

Іíêîëè для спрощення рисунків êóòè позначають 
öèôðàìè. Íàïðèêëàä, íà ðèñ. 1.42 ïðè âåðøèí³ Î 
çîáðàæåíî òðè êóòè: ∠1, ∠2 ³ ∠3.

Означення.
ßêùî ñòîðîíè êóòà º âçàºìíî äîïîâíÿëüíèìè 
ïðîìåíÿìè, òîáòî óòâîðþþòü ïðÿìó, òî òàêèé 
êóò íàçèâàºòüñÿ ðîçãîðíóòèì. 

Нà ðèñ.  1.43 çîáðàæåíî ðîçãîðíóòèé êóò Î зі 
сторонами а і b. Фактично — це пряма, з виокрем
леною на ній точкою, яка вважається вершиною 
розгорнутого кута.

Означення. 
Кажуть, що промінь з початком у вершині 
нерозгорнутого кута проходить між його 
сторонами, якщо він перетинає який-небудь 
відрізок з кінцями на сторонах кута. 

Ðèñ. .411

O

A

B

a

b

Ðèñ. 1.42

O 1

2
3

Ðèñ. 1.43

Oa b
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На рис. 1.44 зображено промінь с, який прохо-
дить між сторонами а і b нерозгорнутого кута О: він 
перетинає відрізок АВ з кінцями на сторонах кута 
у точці С.

У задачі, розв’язаній далі на с. 42–43, доводиться, 
що коли промінь c перетинає який-небудь відрізок 
AB з кінцями на сторонах кута O, то він перетинає 
й будь-який інший такий відрізок LM. А це означає, 
що прийняте означення не залежить від вибору від-
різка AB.

Для розгорнутого кута вважається, що будь-який 
промінь с, який виходить з вершини кута О, лежить 
між його сторонами а і b (рис. 1.45).

Кажуть, що промінь, який проходить між сто­
ронами кута, розбиває його на два кути. На 
рис. 1.44 і 1.45 промінь с розбиває кут ∠аb на два 
кути: ∠ас і ∠сb.

Точки усіх променів, які проходять між сторонами 
нерозгорнутого кута, називаються внутрішніми точ
ками цього кута. Усі інші точки площини називаються 
зовнішніми. На рис. 1.46 синім кольором позначені 
внутрішні точки нерозгорнутих кутів А і В; решта 
точок — зовнішні. 

Для розгорнутого кута О внутрішніми вважаються 
всі точки однієї з півплощин, граничну пряму якої 
утворюють сторони кута, а зовнішніми — точки іншої 
півплощини (рис. 1.47).

Отже, будь-який кут розбиває площину на дві 
частини. Та частина, яка містить сторони кута і всі 
його внутрішні точки, називається опуклим плоским 
кутом, а та, що містить сторони кута і всі зовнішні 
точки, — увігнутим плоским кутом.

У трикутниках, які вивчатимуться далі, усі плоскі 
кути опуклі (рис. 1.48), однак уже в чотирикутниках, 
які вивчатимуться у 8 класі, можуть бути й увігнуті 
кути (рис. 1.49).

Ðèñ. 1.45
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Кути вимірюють у градусах (gradus — латинською 
мовою «крок»). Градуси позначають кружечком °, 
який записують зверху біля відповідного числа. Якщо, 
наприклад, кут А має градусну міру 60°, то це запи-
сується так: ∠А = 60°.

Кутом з градусною мірою 1° уважається  1
180

 

частина розгорнутого кута. Якщо між сторонами 
розгорнутого кута провести півколо з центром у вер-
шині кута і поділити його на 180 рівних частинок, 
то промені, які виходять із центра півкола і проходять 
через сусідні точки поділу, утворюють кути по 1° 
(рис. 1.50). Звісно, що в такому разі сам розгорнутий 
кут дорівнює 180°.

На цьому влаштований найпростіший прилад для 
вимірювання кутів — транспортир, застосування яко-
го зрозуміле з рис. 1.51, а). Тут ∠ac = 70°, ∠cb = 45°, 
∠ab = 115°. Зауважте, що промінь c проходить між 
сторонами кута ∠ab і при цьому ∠ab дорівнює сумі 
кутів ∠ac і ∠cb.

 Усе це ілюструє таку основну властивість ви­
мірювання кутів.

Кожний кут має певну градусну міру, що ви­
ражається додатним числом. Розгорнутий кут 
дорівнює 180°. Градусна міра кута дорівнює 
сумі градусних мір кутів, на які він розбиваєть­
ся будь-яким променем, що проходить між його 
сторонами.

Зазначимо, що у практичних застосуваннях гео-
метрії, наприклад, в астрономії та геодезії, використо-
вуються й дрібніші від градуса одиниці вимірювання 
кутів. Це — мінута (minuta — дослівно «менша») 
і секунда (secunda — дослівно «друга», тобто друга 
менша одиниця). Одна мінута (позначається 1′) до-

рівнює 1
60

 частині градуса, а одна секунда (позна-
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чається 1′′) дорівнює 1
60

 частині мінути, тобто 1
3600

 

частині градуса. У надточних астрономічних вимірю-
ваннях застосовуються навіть терції (tertia — озна-
чає «третя»). Одна терція (позначається 1′′′) дорівнює 
1
60

 частині секунди. Вимірювання з такою величез-

ною точністю здійснюється шляхом візування з 
використанням телескопів і дуже точних механізмів 
для їхнього наведення.

Назва приладу «транспортир» походить від латин-
ського слова transportare, що означає «переносити». 
Це вказує на те, що цей прилад застосовується не 
тільки для вимірювання, а й для перенесення (від-
кладання) кутів.

На рис. 1.51, б) від променя l в одну з півплощин 
за допомогою транспортира відкладено кут ∠lm, що 
дорівнює куту ∠ab. Це ілюструє таку основну влас-
тивість відкладання кутів.

Від будь-якого променя у задану півплощину 
можна відкласти кут із заданою градусною мі­
рою, меншою від 180°, і притому — тільки один.

Незважаючи на очевидну схожість між вимірюван-
ням і відкладанням кутів та вимірюванням і відкла-
дання відрізків, між ними існують суттєві відмінності. 
По-перше, для кутів існує абсолютний і незмінний 
еталон — розгорнутий кут, тимчасом як для відріз-
ків еталон можна вибирати довільно: це може бути 
метр, фут, сажень, лікоть тощо. (Згадайте відомий 
анімаційний фільм «38 папуг», герої якого вимірю-
вали довжину удава і папугами, і мавпами, і навіть 
слониками.) По-друге, для кутів існує найбільша 
можлива величина — 180°, а для відрізків найбіль-
шої величини не існує.

Вимірювання кутів у градусах застосовували ще 
античні астрономи, тимчасом, як метричні одиниці 

Старовинні латунні  
транспортири.

Вгорі. Транспортир, 
виготовлений у Німеччині 

близько 1700 р. (на лінійко-
вій основі — орнамент 
у стилі бароко). Вражає 
його схожість із сучасним 

«шкільним» транспортиром.
Внизу. Транспортир зна-
менитої англійської фірми 

точних інструментів  
Negretti & Zambra  

з поворотним кронштейном 
(ХІХ ст.)
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для вимірювання відрізків набули повсюдного поши-
рення лише з 2-ї половини ХІХ ст.

Означення. 
Кути, які мають однакові градусні міри, на­
зиваються рівними.

Рівність кутів записується за допомогою звичай-
ного знака рівності. На рисунках рівні відрізки часто 
позначають однаковою кількістю дужок біля вершин. 
Наприклад, íà ðèñ. 1.52 çà äîïîìîãîþ äâîõ äóæîê 
ïîçíà÷åíî, що ∠Î = ∠Q.

Як і для відрізків, можливість відкладання кутів 
із заданою градусною мірою забезпечує можливість 
суміщення рівних кутів і порівняння кутів, які не 
є рівними. А саме, аналогічно як для відрізків, можна 
довести такі твердження:

1. Якщо кути рівні, то їх можна сумістити.
2.  Якщо нерівні кути відкласти від одного 

й того самого променя в одну й ту саму півпло­
щину, то кут з меншою градусною мірою буде 
частиною кута з більшою градусною мірою, 
а тому меншим від нього.

Нерівності між кутами позначають за допомогою 
тих самих знаків > та <, що й нерівності між відпо-
відними їм градусними мірами, наприклад, ∠A > ∠B.

Означення. 
Півпряма, ÿêа âèõîäèòü ç âåðøèíè êóòà, 
проходить між його сторонами ³ ä³ëèòü 
кут íà äâі ð³âíі частини, íàçèâàºòüñÿ 
á³ñåêòðèñîþ êóòà.

Слово «бісектриса» походить â³ä ëàòèíñüêого 
bissectrix, що означає «розтинаюча навпіл». 

Íà ðèñ. 1.53 півпряма с — á³ñåêòðèñà êóòà ∠ab. 
Вона ділить цей кут на два рівних кути ∠ac і ∠cb, 
що мають спільну сторону c.
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Íà ðèñ. 1.54 півпряма с — á³ñåêòðèñà розгорнутого 
кута ∠ab. Оскільки розгорнутий кут має градусну 
міру 180°, то кути ∠ac і ∠cb дорівнюють по 90°.

Означення.
Кут, який дорівнює 90°, називається прямим.

Ïðÿì³ êóòè íà ðèñóíêàõ ÷àñòî відзначають çíà÷
êîì  . 

Для креслення прямих кутів, окрім транспорти-
ра, застосовується косинець (рис. 1.55). Професійні 
креслярі використовують рейсшину — інструмент, 
що складається із двох лінійок різної довжини, скрі-
плених у формі літери Т (рис. 1.56).

За своєю величиною прямі кути займають про-
міжне становище між гострими й тупими кутами.

Означення.
Êóò, âåëè÷èíà ÿêîãî ìåíøà â³ä 90°, íàçè­
âàºòüñÿ ãîñòðèì, à êóò, âåëè÷èíà ÿêîãî á³ëüøà 
çà 90°, àëå ìåíøà â³ä 180°, íàçèâàºòüñÿ òóïèì. 

Íà ðèñ. 1.57 çîáðàæåíî усі три види нерозгорну-
тих кутів, залежно від їхньої величини — гострий, 
прямий і тупий.

Розв’язуємо разом

Задача. 
Обґрунтувати, що прийняте на с. 37 означення 
променя, який проходить між сторонами кута, 
не залежить від вибору відрізка з кінцями на сто-
ронах кута. Тобто, якщо промінь с, що виходить 
з вершини кута О, перетинає якийсь відрізок АВ 
з кінцями на сторонах а, b кута, то він перетинає 
і будь-який інший такий відрізок LM (рис. 1.58).
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Розв’язання. Проведемо відрізок BL і обґрун
туємо, що промінь с його перетинає. Точки А і L 
лежать з одного боку від прямої с, оскільки відрізок 
AL її не перетинає. Точки А і В лежать по різні боки 
від прямої с, оскільки відрізок АВ її перетинає. Точка 
L лежить з того самого боку, що й точка А, отже, по 
різні боки з точкою В, а тому відрізок ВL перетинає 
пряму с у деякій точці D.

Чи може точка D належати не променю с, а до-
повняльному до нього променю? Не може, оскільки 
доповняльний промінь міститься по інший бік від 
прямої b, ніж відрізок ВL. Отже, відрізок ВL пере-
тинає саме промінь с.

Так само, як щойно розглянуто відрізки АВ і ВL, роз-
глянемо відрізки ВL і LМ. Оскільки уже відомо, що про-
мінь с перетинає відрізок ВL, то так само виведемо, що 
він перетинає і відрізок LМ. Обґрунтування завершено.

Вправи і задачі

	57°.	 Позначте три точки, що не лежать на одній пря-
мій, і накресліть усі кути з вершинами у кожній з 
цих точок, сторони яких проходять через дві інші 
точки. Скільки всього кутів буде побудовано? Як 
зміниться відповідь, якщо точки лежатимуть на 
одній прямій? 

	58°.	 Виміряйте за допомогою транспортира кути А, В, С, 
D, зображені на рис. 1.59, і на цій підставі вкажіть, 
котрі з цих кутів гості, котрі — тупі, а котрі, можли-
во, — прямі.

	59°.	 Проведіть промінь ОА і за допомогою транспор-
тира відкладіть від нього у різні півплощини кути 
∠АОВ = 55° і ∠АОС = 75°. Визначте градусну міру 
кута ВОС. Як зміниться результат, якщо кути АОВ 
і АОС відкласти в одну півплощину? Обґрунтуйте 
свої відповіді.
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	60°.	 За допомогою транспортира накресліть кути з гра-
дусними мірами 30°, 60° і 120°, а потім проведіть 
їхні бісектриси. Утвориться ціла низка нових кутів. 
Чи будуть серед «старих» і нових кутів рівні?

	61°.	 Скільки різних кутів утворюють чотири промені а, 
b, с, d, що виходять зі спільного початку (рис. 1.60). 
Запишіть позначення цих кутів.

	62°.	 Чи є промінь а бісектрисою кута АОВ у випадках, 
зображених на рис. 1.61, а)−в)?

	63°.	 Визначте кути, які утворюють хвилинна і годинна стрілки годинника у кожний 
момент часу, коли годинник показує цілу кількість годин. Чи є серед цих кутів 
рівні?

	64°.	 Чи може сума градусних мір двох гострих кутів бути: а) більшою; б) меншою; 
в) рівною градусній мірі прямого кута?

	65°.	 Чи може кут між бісектрисою і стороною кута бути: а) тупим; б) прямим?
	 66.	 Чи істинні такі твердження:
	 	 а) кут, який менший від прямого, — гострий, а кут, який більший за прямий, — 

тупий;
	 	 б) будь-який кут, який менший від тупого, — гострий;
	 	 в) будь-який кут, який менший від розгорнутого, — тупий;
	 	 г) різниця двох тупих кутів менша від прямого кута?
	 67.	 Промінь c проходить між сторонами кута ∠аb. Визначте:
	 	 а) ∠аb, якщо ∠ас = 32°, ∠bс = 74°;
	 	 б) ∠ас, якщо ∠аb = 138°, ∠bс = 61°;
	 	 в) ∠bc, якщо ∠аb = 90°, ∠ас = 39°.
	 68.	 Чи може промінь с проходити між сторонами кута ∠аb, якщо: 
	 	 а) ∠ас = 30°, ∠bc = 70°, ∠аb = 40°; 
	 	 б) ∠ас = 105°, ∠сb = 80°, ∠аb = 40°; ∠ас > ∠ab?
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	 69.	 Між сторонами кута ∠аb, градусна міра якого дорівнює 60°, проведено про-
мінь с. Визначте кути ∠ас і ∠bc, якщо:

	 	 а) кут ∠ас на 20° більший за кут ∠bc;
	 	 б) кут ∠ас утричі менший від кута ∠bc;
	 	 в) градусні міри кутів ∠ас і ∠bc відносяться, як 3 : 7.
	 70.	 Промінь ОС проходить між сторонами кута АОВ і при цьому ∠АОС = 45°, 

∠СОВ = 60°. Проведено промінь ОD, для якого ∠ВOD = 15°. Визначте гра-
дусну міру кута АОD. Скільки розв’язків має ця задача?

	 71.	 На рис. 1.62 промені а і b — доповняльні, с — до-
вільний інший промінь з тим самим початком, що й 
у променів а і b. Накресліть такий рисунок у зошиті 
і проведіть за допомогою транспортира бісектриси 
кутів ∠ас і ∠сb. Потім виміряйте кут між цими бісек-
трисами. Можливо, результат, який ви дістанете, 
наштовхне вас на певний загальний висновок?

	 72.	 У прямому куті між його сторонами проведено до-
вільний промінь, а потім — бісектриси обох кутів, 
на які цей промінь ділить прямий кут. Чому дорівнює кут між бісектрисами? 
Як зміниться відповідь, якщо кут буде не прямим, а дорівнюватиме, напри-
клад, 70° чи 120°? Чи не наштовхують вас ці запитання на певний загальний 
висновок?

	 73•.	 Розгляньте обернену ситуацію до тієї, що описана у попередній задачі. Тобто 
нехай у якомусь куті О з невідомою градусною мірою проведено промінь 
між його сторонами, а потім — бісектриси кутів, на які цей промінь розбиває 
кут О. Нехай кут між бісектрисами має градусну міру n°. Чи можна знайти 
градусну міру кута О?

	 74•.	 З деякої точки проведено три промені так, що всі кути, які утворюють будь-які 
два з них, рівні між собою. Визначте ці кути.

	 75•.	 Чи можна з деякої точки провести чотири або п’ять променів так, щоб кути, 
які утворюють будь-які два із цих променів, були рівними між собою? Якщо 
можна, то якими будуть ці кути?

	 76•.	 У вас є шаблон кута з градусною мірою 75°. Якої величини кути можна на-
креслити, використовуючи лише цей шаблон?
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Сторінки         історії     

Як вимірювали кути у різні часи

Ïðèëàäè äëÿ âèì³ðþâàííÿ êóò³â
Òðàíñïîðòèð ³ àñòðîëÿá³ÿ. Нàéäàâí³øèì 

ïðîîáðàçîì òðàíñïîðòèðà áóâ êóòîì³ðíèé ïðèëàä, 
який використовували астрономи,  — аñòðîëÿá³ÿ. 
Òðàíñïîðòèð — öå ïîëîâèíà àñòðîëÿá³¿.

Ââàæàºòüñÿ, ùî àñòðîëÿá³þ âèíàéøîâ ó ²² ñò. 
äî í. å . çíàìåíèòèé ãðåöüêèé àñòðîíîì Ã³ïïàðõ 
(180−125 äî  í.å.), à âäîñêîíàëèâ ñåðåäíüîâ³÷íèé 
í³ìåöüêèé àñòðîíîì та математик Ðåã³îìîíòàí (Éîãàíí 
Ìþëëåð) (1436−1476). Цей пðèëàä ñëóãóâàâ äëÿ 
âèçíà÷åííÿ ïîëîæåííÿ íåáåñíèõ ñâ³òèë íà íåáåñí³é 
ñôåð³. Äëÿ ïðèêëàäó, íà ãðàâþð³ ÕV² ñò., â³äòâîðåí³é 
íà ðèñ. 1.63, â³äîáðàæåíий îäèí ç³ ñïîñîá³â äëÿ 
âèçíà÷åííÿ ãîðèçîíòàëüíîãî íàïðÿìêó íà ñâ³òèëî, 
ÿêèé çàñòîñîâóâàâñÿ ìîðåïëàâöÿìè.

Ïî÷àòêîâî àñòðîëÿá³þ âèêîðèñòîâóâàëè çäåá³ëüøîãî 
äëÿ âèçíà÷åííÿ âèñîòè ñâ³òèë íàä ãîðèçîíòîì. Із ö³ºþ 

Ðèñ. 1.63

Знамениті астрономи  
Гіппарх (з небесним глобу-
сом) і Птолемей (із земним 
глобусом). Деталь фрески 
Рафаеля «Афінська школа» 

(1509–1511 рр.)
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ìåòîþ ¿¿ âèãîòîâëÿëè ó âèãëÿä³ âàæêîãî ì³äíîãî äèñêà — 
ë³ìáа, ÿêèé ï³äâ³øóâàëè çà ê³ëüöå ó âåðòèêàëüíîìó 
ïîëîæåíí³ (ðèñ. 1.64). Ïî êðàþ ë³ìáà íàíîñèëàñÿ øêàëà 
â³ä 0° äî 360°. Ïðÿìà ÃÃ

1
, ùî сполучала ïîä³ëêè 0° 

³ 180°, çàéìàëà ãîðèçîíòàëüíå ïîëîæåííÿ. Ó öåíòð³ ë³ìáà 
êð³ïèëàñÿ ðóõîìà ñòð³ëêà ÀÀ

1 — аë³äаäа. Íà ¿¿ ê³íöÿõ 
ðîçì³ùóâàëèñÿ ïåðïåíäèêóëÿðí³ äî ë³ìáà ïëàñòèíêè 
ç îòâîðàìè — ä³îïòðè.

Äëÿ âèçíà÷åííÿ âèñîòè ñâ³òèëà íàä ãîðèçîíòîì 
ñïîñòåð³ãà÷ ïðèêëàäàâ îêî äî íèæíüîãî ä³îïòðà À 
³ ïîâåðòàâ àë³äàäó äîòè, ïîêè ñâ³òèëî íå áóëî âèäíî 
оäðàçó ÷åðåç îáèäâà ä³îïòðè. Ïîä³ëêà íà øêàë³, íà 
ÿê³é çóïèíÿâñÿ êðàé àë³äàäè (À ÷è À

1
), âêàçóâàëà íà 

âèñîòó ñâ³òèëà íàä ãîðèçîíòîì ó ãðàäóñàõ.
Êâàäðàíòè, ñåêñòàíòè òà îêòàíòè. Áóðõëèâèé 

ðîçâèòîê àñòðîíîì³¿, ÿêèé ðîçïî÷àâñÿ â ªâðîï³ ç 
ïî÷àòêîì åïîõè Â³äðîäæåííÿ, âèìàãàâ çíà÷íî á³ëüøî¿ 
òî÷íîñò³ â³ä àñòðîíîì³÷íèõ âèì³ðþâàíü, í³æ ¿¿ ìîãëè 
çàáåçïå÷èòè äàâí³ àñòðîëÿá³¿. Öüîãî ìîæíà áóëî 
äîñÿãòè ëèøå çà ðàõóíîê çá³ëüøåííÿ ë³ìáà. Àäæå ÷èì 
á³ëüøà êðóãîâà øêàëà íà éîãî êðàþ, òèì á³ëüøîþ áóäå 
â³äñòàíü ì³æ ñóñ³äí³ìè ïîä³ëêàìè, à öå äàâàëî çìîãó 
âèçíà÷àòè íå ò³ëüêè ê³ëüê³ñòü ö³ëèõ ãðàäóñ³â ó êóò³, 
à é ê³ëüê³ñòü їõí³õ ÷àñòèí — ì³íóò ³ íàâ³òü ñåêóíä.

Âîäíî÷àñ áóëî ïîì³÷åíî, ùî â á³ëüøîñò³ àñòðîíîì³÷íèõ 
âèì³ðþâàíü ôàêòè÷íî âèêîðèñòîâóºòüñÿ íå âñÿ 
êðóãîâà øêàëà àñòðîëÿá³¿, à ëèøå ïåâíà ¿¿ ÷àñòèíà. 
Òîìó çàì³ñòü уñ³º¿ àñòðîëÿá³¿ ó çá³ëüøåíîìó âèãëÿä³ 
âèãîòîâëÿëè ëèøå êâаäðаíòè, ñåêñòаíòè ³ îêòаíòè, 

òîáòî â³äïîâ³äíî 1
4
,  1
6

 і 1
8

 частини астролябії. Спо-

сіб використання êâàäðàíòà â³äîáðàæåíî íà ñòàðîâèíí³é 
ãðàâþð³, â³äòâîðåí³é íà ðèñ. 1.65. À íà ðèñ. 1.66 
çîáðàæåíî ïîºäíàííÿ â îäíîìó ïðèëàä³ êâàäðàíòà 
é àñòðîëÿá³¿, çàïðîïîíîâàíå âèäàòíèì äàíñüêèì àñòðî
íîìîì Òиõî Áðàãå (1546−1601). 

Îêð³ì ÷èñëåííèõ ãðàâþð ³ç çîáðàæåííÿì êóòîì³ðíèõ 
³íñòðóìåíò³â, ñòâîðåíèõ õóäîæíèêàìè, àñòðîíîìè ùå 
é ó ñâ³é ñïîñ³á çàñâ³ä÷èëè ñâîþ ëþáîâ ³ ïîâàãó äî 
öèõ ïðèëàä³â, íàçâàâøè Ñåêñòаíòîì îäíå ³ç ñóç³ð’¿â ó 

ßí Ãåâåë³é âåäå

ñïîñòåðåæåííÿ

çà äîïîìîãîþ êâàäðàíòà

Ðèñ. 1. 56

A

Ã Ã1

À1

Àñòðîëÿá³ÿ Ðåã³îìîíòàíà

Ðèñ. 1.64

Ðåã³îìîíòàí  
(Éîãàíí Ìþëëåð)  

(1436–1476)
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ï³âäåíí³é ÷àñòèí³ íåáà. Â³äïîâ³äíó ïðîïîçèö³þ ïîäàâ 
âèäàòíèé ïîëüñüêèé àñòðîíîì ßí Ãåâåë³é (1611−1687), 
àâòîð âñåñâ³òíüîâ³äîìîãî àòëàñó çîðÿíîãî íåáà. ²ñòîð³ÿ 
ñèìâîë³÷íà é ïîâ÷àëüíà. Äëÿ ïðîâåäåííÿ äîñë³äæåíü 
Ãåâåë³é çáóäóâàâ îáñåðâàòîð³þ й âåëè÷åçíèé ñåêñòàíò 
ó ñâîºìó ì³ñò³ Ґäàíñüêó. Àëå çàòóðêàí³ é íàñòðàøåí³ 
ãîðîäÿíè ñïàëèëè ïðèëàä. Òîä³ Ãåâåë³é âèð³øèâ 
«ïåðåíåñòè éîãî íà íåáî» й óâ³÷íèòè â íàçâ³ ñóç³ð’ÿ, 
àáè âæå í³êîëè í³÷èÿ çëà ðóêà íå ìîãëà äî íüîãî 
äîòÿãíóòèñÿ. Однак íà òîé ÷àñ якраз íå áóëî ще íå 
íàçâàíîãî ñóç³ð’ÿ, ÿêå á ñâîºþ ôîðìîþ íàãàäóâàëî 
ñåêñòàíò (ïðèíöèï, ùî éîãî äîòðèìóâàëèñÿ ïðè 
óòâîðåíí³ íàçâ á³ëüøîñò³ ñóç³ð’¿â). Òîìó Ãåâåë³é âèáðàâ 
ñóç³ð’ÿ, ÿêå õî÷ ³ íå íàãàäóâàëî за ñâî¿ìè êîíòóðàìè 
ñåêñòàíò, проте çíàõîäèëîñÿ ì³æ ñóç³ð’ÿì Ëåâà 
(ÿêðàç ï³ä éîãî ëàïàìè) òà Ã³äðè ³ òîìó ìàëî їхній 
ñèìâîë³÷íèé çàõèñò (рис. 1.67).

Òåëåñêîï ³ òåîäîë³ò. Íàñòóïíå ñóòòºâå óäîñêîíàëåí
íÿ â êîíñòðóêö³þ àñòðîëÿá³¿ âí³ñ ôðàíöóçüêèé àñòðîíîì 
Æàí Ï³êàð (1620−1682) â ñåðåäèí³ ÕV²² ñò. Â³í çàì³íèâ 
ä³îïòðè ï³äçîðíîþ òðóáîþ, âèíàéäåíîþ íåçàäîâãî äî 
öüîãî ¥àë³ëåºì, à äëÿ ïëàâíîãî ïåðåì³ùåííÿ àë³äàäè 
âèêîðèñòàâ ì³êðîìåòðè÷íèé ãâèíò. Óñå öå çíà÷íî 
ï³äâèùóâàëî òî÷í³ñòü âèì³ðþâàíü ³ íå ïîòðåáóâàëî 
âèêîðèñòàííÿ âåëèêèõ øêàë.

Ïîäàëüø³ óäîñêîíàëåííÿ àñòðîëÿá³¿ ïðîäîâæèëèñÿ 
ó íàïðÿìêó âèêîðèñòàííÿ çàì³ñòü ï³äçîðíî¿ òðóáè 
íàéð³çíîìàí³òí³øèõ òåëåñêîï³â. À äëÿ ïðîâåäåííÿ 
íàçåìíèõ (ãåîäåçè÷íèõ) âèì³ðþâàíü áóëî ñêîíñòðóéîâàíî 
òåîäîë³ò (ðèñ. 1.68) (назва утворена від грецьких слів 
«теомай» — дивитися і «доліхос» — довгий).

Òåîäîë³ò ìàº äâà ë³ìáè, ðîçì³ùåí³ ó âåðòèêàëüí³é ³ 
ãîðèçîíòàëüí³é ïëîùèíàõ. Öå äàº çìîãó çàñòîñîâóâàòè 
öåé ïðèëàä ÿê äëÿ ñêëàäàííÿ ïëàí³â, òàê ³ äëÿ ïðîâåäåííÿ 
í³âåëþâàííÿ, òîáòî âèçíà÷åííÿ відносних âèñîò.

Áóñîëü. Êóòè, ÿê³ çàñòîñîâóþòüñÿ ó ìîðñüê³é òà 
ïîâ³òðÿí³é íàâ³ãàö³¿, âèì³ðþþòü ó ãîðèçîíòàëüí³é 
ïëîùèí³ â³ä íàïðÿìêó íà ï³âí³÷ ïðîòè ðóõó ãîäèííèêîâî¿ 
ñòð³ëêè â³ä 0° äî 360°. Êîæåí òàêèé êóò íàçèâàºòüñÿ 
êóðñîì. Ïðèëàä, ùî äàº çìîãó âèì³ðþâàòè êóðñ, 

Ðèñ. 1. 86

Ñóç³ð’ÿ Ñåêñòàíò. Ðèñóíîê 
ç àòëàñó Ãåâåë³ÿ

Рис. 1.67

Ðèñ. 1. 66



49§4. Кути та їхнє вимірювання

ïîºäíóº â ñîá³ àíòè÷íó àñòðîëÿá³þ ³ êîìïàñ. Â³í 
íàçèâàºòüñÿ áóñîëëþ (рис.  1.69) («бусоль»  — до-
слівно з французької «компас»). Íà ïðèíöèï³ áóñîë³ 
êîíñòðóþºòüñÿ ñó÷àñíå íàâ³ãàö³éíå îáëàäíàííÿ äëÿ 
ìîðñüêèõ òà ïîâ³òðÿíèõ ñóäåí.

ßê áà÷èìî, çâè÷íèé íàì òðàíñïîðòèð ìàº äóæå 
äàâíþ ³ñòîð³þ й âîäíî÷àñ уò³ëþºòüñÿ в íàéñó÷àñí³øèõ 
ïðèëàäàõ.

Îäèíèö³ äëÿ âèì³ðþâàííÿ êóò³â
Ãðàäóñè. Íàéïîøèðåí³øими îäèíèöями äëÿ âèì³

ðþâàííÿ êóò³â º ãðàäóñи. Уже зазначалося, що лàòèí
ñüêå ñëîâî gradus, â³ä ÿêîãî óòâîðåíî öþ íàçâó, 
îçíà÷àº «êðîê», «ñòóï³íü», і що вåëè÷èíà êóòà 1 ãðàäóñ 

(1°) дорівнює 1
180

 частині розгорнутого кута (див. 

с. 39).
Чим пояснити таку назву і таку величину? 
Ùå äàâíüîâàâèëîíñüê³ æåðö³ ïîì³òèëè, ùî ï³ä ÷àñ 

ð³âíîäåííÿ (òîáòî êîëè äåíü ³ í³÷ ìàþòü îäíàêîâó 
òðèâàë³ñòü) ñîíÿ÷íèé äèñê óïðîäîâæ ñâîãî ðóõó 
íåáîñõèëîì (ðèñ.  1.70) уêëàäàºòüñÿ в ïðîéäåíîìó 
øëÿõó ð³âíî 2 × 180 ðàç³â. À îñê³ëüêè öåé øëÿõ — 
ï³âêîëî, òî ö³ëêîì ïðèðîäíî áóëî ðîçáèâàòè éîãî íà 
180 òàêèõ ïîäâ³éíèõ êðîê³â Ñîíöÿ. Ñàìå ö³ êðîêè 
ï³çí³øå й áóëè íàçâàí³ ãðàäóñàìè.

Ñïîñòåðåæåííÿ çà ðóõîì Ñîíöÿ уïðîäîâæ äíÿ 
ï³äòâåðäæóâàëèñÿ й â³äïîâ³äíèìè ñïîñòåðåæåííÿìè 
çà éîãî ðóõîì упродовж року. Ó ò³ ÷àñè ââàæàëîñÿ, 
ùî ð³ê òðèâàº 360 ä³á. Òîìó âåñü ð³÷íèé øëÿõ Ñîíöÿ 
íåáîñõèëîì  — òàê çâàíå çîä³àêàëüíå êîëî  — òåæ 
ä³ëèâñÿ íà 360 ïîäâ³éíèõ êðîê³â, òîáòî ãðàäóñ³â, à éîãî 
ïîëîâèíà, â³äïîâ³äíî, — íà 180 ãðàäóñ³â.

Íàðåøò³, ñâ³é âïëèâ íà âèá³ð îñíîâè äëÿ âèçíà÷åííÿ 
ãðàäóñà ìîãëî ìàòè é òå, ùî ó Äàâíüîìó Âàâèëîí³ 
çàñòîñîâóâàëàñÿ ø³ñòäåñÿòêîâà ñèñòåìà ÷èñëåííÿ, 
à ÷èñëî  180 ä³ëèòüñÿ без остачі íà îñíîâó 60 ö³º¿ 
ñèñòåìè. Із öèì ñàìим ïîâ’ÿçàíî й ä³ëåííÿ ãðàäóñà íà 
60 ì³íóò, à ì³íóòè — íà 60 ñåêóíä.

Ðèñ. 1.70

Ãîðèçîíò Ñõ³ä

Çàõ³ä
Ñîíöå

Ðèñ. 1. 96
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Â àíòè÷íó åïîõó ñòàðîâèííó âàâèëîíñüêó ñèñ
òåìó ïåðåéíÿëè ãðåöüê³ àñòðîíîìè, çîêðåìà, íàéâè
äàòí³øèé ç íèõ Êëàâä³é Ïòîëåìåé (²−²² ñò. í . å .). 
Àâòîðèòåò Ïòîëåìåÿ ñïðèÿâ òîìó, ùî öÿ ñèñòåìà 
íàáóëà ïîâñþäíîãî ïîøèðåííÿ â åïîõó Â³äðîäæåííÿ, 
à ïîò³ì ³ â ï³çí³ø³ ÷àñè. Ó ðåçóëüòàò³ ìè é òåïåð, 
ÿê ³ äàâí³ âàâèëîíÿíè, ãðåêè òà ñåðåäíüîâ³÷í³ ºâðî
ïåéö³ âèì³ðþºìî êóòè у ãðàäóñàõ, ââàæàþ÷è, ùî 
ðîçãîðíóòèé êóò ìàº саме 180°.

Ö³êàâå ïîõîäæåííÿ самого ïîçíà÷åííÿ äëÿ ãðàäóñів. 
Êóòè з âåëè÷èíîþ 1° Ïòîëîìåé íàçèâàâ ìîéðàìè, ùî 
â ïåðåêëàä³ ç ãðåöüêî¿ ìîâè îçíà÷àº «÷àñòèíè». Ñëîâî 
µοιρα â³í ñêîðî÷óâàâ äâîìà ïåðøèìè ë³òåðàìè, 
ïðè÷îìó äðóãó літеру ïèñàâ ìåíøîþ â³ä ïåðøî¿ 
і âãîð³   — µο. Ï³çí³øå çàëèøèëàñÿ ëèøå ìàëåíüêà 
ë³òåðà ο. Öå ñêîðî÷åííÿ çàñòîñîâóºòüñÿ é äîñ³.

Зведений перелік основних теоретичних  
відомостей, вивчених у розділі І

Що вивчається у геометрії
Геометрія — наука про геометричні фігури.
Планіметрія — частина геометрії, в якій вивчаються геометричні фігури, роз-

міщені на площині.
Найелементарнішими фігурами на площині вважаються точки і прямі. За до-

помогою них конструюються усі інші плоскі фігури.
Точки і прямі. Проведення прямої

Ô³ãóðà

Òî÷êà

A

B
C

D

Уявлення про точку дає слід на аркуші від тонко 
загостреного олівця. Вважається, що точка не має розмірів 
і що на площині існує безліч точок. 

У застосуваннях геометрії точками можуть уважатися 
будь-які реальні об’єкти, розмірами яких за даних умов 
можна знехтувати.

Точки позначаються великими літерами латинського 
алфавіту. Наприклад: А, В, С, D.

Êëàâä³é Ïòîëåìåé. 
Ñòàðîâèííà ãðàâþðà
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A

B
l

Уявлення про пряму дає лінія, проведена під лінійку. 
Інші реальні прообрази прямої  — натягнуті мотузки, 

світлові і зорові промені.
На кожній прямій існує безліч точок, однак для 

проведення прямої достатньо лише двох точок.
Основна властивість проведення прямої:
через будь-які дві точки можна провести пряму, 

і до того ж — тільки одну.
Прямі позначають або двома великими літерами, якими 

позначені які-небудь дві точки прямої, або однією малою 
латинською літерою. Наприклад: АВ, l.

m

P

n

Про дві прямі m і n, які мають одну спільну точку Р, 
кажуть, що вони перетинаються у цій точці.

b

a Якщо прямі a і b не мають жодної спільної точки, то 
вони називаються паралельними (в дослівному перекладі 
з грецької — «йдуть поруч»). 

Скільки б не продовжувати зображення паралельних 
прямих, вони ніколи не перетнуться.

Розміщення точок на прямій. Відрізки і промені

A BÑ l

Основна властивість розміщення точок на прямій: 
із трьох точок прямої одна, і тільки одна, лежить 

між двома іншими.
Якщо точка С лежить на прямій l між точками А і В, то 

кажуть також, що точки А і В лежать по різні боки від точки 
С, або що точки С і В лежать з одного боку від точки А, 
а точки А і С — з одного боку від точки В.

A B

Відрізок — це частина прямої, що складається з усіх 
точок прямої, які лежать між двома її точками, разом із 
цими точками. Ці точки називаються кінцями відрізка, а всі 
решта точок називаються внутрішніми точками відрізка.

Позначають відрізки зазвичай їхніми кінцями. Наприклад: АВ.
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O

X
l

A

Промінь (або півпряма)  — це частина прямої, що 
складається з усіх точок цієї прямої, які лежать з одного 
боку від деякої її точки, разом із цією точкою. Ця точка 
називаються початком променя, а всі решта точок нази-
ваються внутрішніми точками променя.

Позначають промені або двома великими літерами, з яких 
перша вказує на початок променя, а друга — на яку-небудь 
внутрішню точку, або однією малою літерою. Наприклад: 
ОА, OX, l.

Два промені однієї прямої зі спільним початком нази
ваються доповняльними (або взаємно доповняльними).

Розміщення точок на площині відносно прямої. Півплощини

l

B

A

C

Основна властивість розміщення точок на площині 
відносно прямої:

кожна пряма розбиває площину на дві півплощини.
Це розбиття має таку властивість: кожен відрізок АВ, що 

сполучає точки однієї півплощини, не перетинає граничної 
прямої l, а кожен відрізок АС, що сполучає точки різних 
півплощин, перетинає її. 

Вимірювання і відкладання відрізків. Рівність відрізків

A

B

C

AB AC CB= +

Основна властивість вимірювання відрізків:
кожний відрізок має певну довжину, що виражається 

додатним числом. Довжина відрізка дорівнює сумі 
довжин частин, на які він розбивається будь-якою 
своєю внутрішньою точкою.

Відрізки АВ і CD, які мають однакову довжину, нази
ваються рівними.

A

B

Ñ D l

CD AB=

Основна властивість відкладання відрізків:
на будь-якому промені від його початку можна 

відкласти відрізок будь-якої заданої довжини, і при­
тому — тільки один

З основних властивостей вимірювання і відкладання 
відрізків випливає, що рівні відрізки можна сумістити.

BMA

AM MB=

Точка M, яка ділить відрізок AB на дві рівні частини, 
називається серединою відрізка AB.
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Кути

O

A

B

1

a

b

Кут — це фігура, що складається з двох променів, які 
мають спільний початок. При цьому кожен із променів 
називається стороною кута, а їхній спільний початок — 
вершиною кута.

Якщо О — вершина кута, ОА і ОВ — його сторони, то 
позначити цей кут можна так: ∠Î або ∠ÀÎÂ. 

Якщо сторони кута позначені через а і b, то кут позна-
чають у формі ∠аb або ∠(ab).

Іíêîëè êóòè позначають öèôðàìè. Íàïðèêëàä, ∠1.

Oa b
ßêùî ñòîðîíè а, b êóòà О º âçàºìíî äîïîâíÿëüíèìè 

ïðîìåíÿìè, òî òàêèé êóò íàçèâàºòüñÿ ðîçãîðíóòèì. 

O b

a

c
A

B

Промінь с з початком у вершині О нерозгорнутого кута 
проходить між його сторонами a, b, якщо він перетинає 
який-небудь відрізок АВ з кінцями на сторонах кута. 

Можна обґрунтувати, що промінь, який лежить між 
сторонами нерозгорнутого кута, перетинає усі відрізки 
з кінцями на його сторонах.

O

ab

c
Для розгорнутого кута ∠аb уважається, що будь-який 

промінь с, який виходить з вершини кута О, лежить між 
його сторонами а і b.

A B

O

Точки усіх променів, які проходять між сторонами 
нерозгорнутого кута, називаються внутрішніми точками 
цього кута. Решта точок площини називаються зовнішніми 
точками кута.

Для розгорнутого кута внутрішніми уважаються всі 
точки однієї з півплощин, граничну пряму якої утворюють 
сторони кута.

Кожен кут розбиває площину на дві частини. Та частина, 
яка містить сторони кута і всі внутрішні точки кута, нази
вається опуклим плоским кутом, а та, що містить сторони 
кута і всі зовнішні точки, — увігнутим плоским кутом.
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Вимірювання і відкладання кутів. Рівність кутів

1�

Кути вимірюють у градусах, зокрема — за допомогою 

транспортира. Кутом з градусною мірою 1° уважається 1
180

 

частина розгорнутого кута. 
Дрібнішими одиницями для вимірювання кутів є мінута 

і секунда Одна мінута (1′) дорівнює 1
60

 частині градуса, 

одна секунда (1′′) дорівнює 1
60

 частині мінути.

b a

�ab = 180°

b

a

c

� � �ab ac cb= +

Основна властивість вимірювання кутів:
кожний кут має певну градусну міру, що 

виражається додатним числом. Розгорнутий кут 
дорівнює 180°. Градусна міра кута дорівнює сумі 
градусних мір кутів, на які він розбивається будь-
яким променем, що проходить між його сторонами.

l
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Основна властивість відкладання кутів:
від будь-якого променя у задану півплощину можна 

відкласти кут із заданою градусною мірою, меншою 
від 180°, і притому — тільки один.

На рисунку від променя l відкладено кут ∠lm, що 
дорівнює 115°.

O

Q

� �O Q=

Кути, які мають однакові градусні міри, називаються 
рівними.

З основних властивостей вимірювання і відкладання кутів 
випливає, що рівні кути можна сумістити.

b

a

c

� �ac cb=

Ïðîì³íü с, ÿêèé âèõîäèòü ç âåðøèíè кута ∠аb, проходить 
між його сторонами ³ ä³ëèòü кут íà äâà ð³âíèõ êóòè, 
íàçèâàºòüñя бісектрисою кута ∠аb. 
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Види кутів

A

� �A ïðÿìèé= 90 —
B

� �B ãîñòðèé< 90 —

C

� �C òóïèé> 90 —

Кут, градусна міра якого дорівнює 90°, називається прямим.
Êóò, градусна міра ÿêîãî ìåíøà â³ä 90°, íàçèâàºòüñÿ ãîñòðèì, à êóò, градусна 

міра ÿêîãî á³ëüøà çà 90°, àëå ìåíøà â³ä 180°, íàçèâàºòüñÿ òóïèì.

Перевір себе

	 1.	 Що вивчає геометрія? Що таке геометрична фігура? Назвіть відомі вам при-
клади геометричних фігур.

	 2.	 Які геометричні фігури вважаються основними на площині? Як вони зобра-
жуються і позначаються?

	 3.	 Сформулюйте основну властивість проведення прямої.
	 4.	 Яким може бути взаємне розміщення двох прямих на площині?
	 5.	 Сформулюйте основну властивість розміщення точок на прямій.
	 6.	 Дайте означення відрізка. Як позначаються відрізки?
	 7.	 Що таке промінь (півпряма)? Як позначаються промені? 
	 8.	 Які промені називаються доповняльними?
	 9.	 Сформулюйте основну властивість розміщення точок на площині. 
	 10.	 Що означає вислів: «Пряма розбиває площину на дві півплощини»?
	 11.	 Сформулюйте основну властивість вимірювання відрізків. Які відрізки нази-

ваються рівними? Як записується рівність відрізків?
	 12.	 Що таке відстань між двома точками?
	 13.	 Що таке середина відрізка?  
	 14.	 Сформулюйте основну властивість відкладання відрізків.
	 15.	 Обґрунтуйте, що коли відрізки рівні, то їх можна сумістити.
	 16.	 Дайте означення кута. Як позначаються кути?
	 17.	 Який кут називається розгорнутим?
	 18.	 Поясніть, що означає вислів: «Промінь проходить між сторонами кута».
	 19.	 Що таке плоский кут? Які плоскі кути називаються опуклими, які — увігнутими?
	 20.	 В яких одиницях вимірюються кути?
	 21.	 Сформулюйте основні властивості вимірювання та відкладання кутів.
	 22.	 Які кути називаються рівними?
	 23.	 Як можна обґрунтувати, що коли кути рівні, то їх можна сумістити?
	 24.	 Що таке бісектриса кута?
	 25.	 Які кути називаються прямими, які — гострими, які — тупими?
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Завдання для повторення та проведення контрольних  
робіт до розділу І

	 1°.	 а) На рис. 1.71 знайдіть усі прямі, які проходять через точку D, але не про-
ходять через точку В. Випишіть усі можливі позначення для них.

	 	 б) На рис. 1.71 знайдіть усі прямі, які проходять через точку О, але не про-
ходять через точку С. Випишіть усі можливі позначення для них.

	 2°.	 а) За рис. 1.72 випишіть усі промені, які перетинають відрізок АВ, але не 
перетинають відрізок СD.

	 	 б) За рис. 1.72 випишіть усі промені, які перетинають відрізок CD, але не 
перетинають відрізок AB.

	 3°.	 а) За рис. 1.73 випишіть позначення трьома буквами усіх кутів із вершиною Q.
	 	 б) За рис. 1.73 випишіть позначення трьома буквами усіх кутів із вершиною P.
	 4°.	 а)  Які із тверджень стосовно співвідношення між довжинами відрізків на 

рис. 1.74, а) є істинними: 
	 	 1) MN = PQ;  2) MN > PQ;  3) NP > NQ; 

	 	 4) NQ = NP + PQ;  5) MN + PN + PQ = MQ?
	 	 б) Які із тверджень стосовно співвідношення між 

величинами кутів на рис.  1.74,  б) є істинними: 
1) ∠bd > ∠ad; 2) ∠bd > ∠ac; 3) ∠ab < ∠ac + ∠bd; 
4) ∠ab = ∠ad + ∠db; 5) ∠ab = 180°?

	 5.	 а) На промені ОА позначено точку С. Відомо, що 
ОА = 8 см, а відрізок АС більший за відрізок ОА 
на 3 см. З’ясуйте, котра з точок О, А, С лежить між 
двома іншими та знайдіть довжину відрізка ОС.
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	 	 б) На промені ОК позначено точку Р. Відомо, що ОР = 3 см, а відрізок РК 
удвічі більший за ОР. З’ясуйте, котра з точок О, К, Р лежить між двома іншими 
та знайдіть довжину відрізка ОК.

	 6.	 а) Точка А належить відрізку PQ. Відрізок РА утричі довший за відрізок АQ. 
Визначте довжини відрізків РА і РQ, якщо PQ = 12 см.

	 	 б) Точка Р лежить на прямій АВ і при цьому точка В розміщена між точками А 
і Р. Відомо, що відрізок АВ удвічі менший від відрізка ВР. Визначте довжину 
відрізка ВР, якщо АР = 15 см.

	 7.	 а) З вершини розгорнутого кута POQ проведені у різні боки від прямої PQ 
промені ОА і ОВ так, що ∠РОА = 75°, ∠ QOB = 125°. Визначте кут АОВ.

	 	 б) З вершини розгорнутого кута АОВ проведені у різні боки від прямої АВ 
промені ОК і ОМ так, що ∠КОВ = 100°, ∠ МОА = 125°. Визначте кут КОМ.

	 8.	 а) Промінь ОА проходить між сторонами кута МОN, що дорівнює 95°. Кут 
МОА на 25° більший за кут АОN. Визначте кути МОА і АОN.

	 	 б) Промінь ОР проходить між сторонами кута АОВ, що дорівнює 72°. Кут 
АОР утричі більший за кут ВОР. Визначте кути АОР і ВОР.

	 9.	 а) На відрізку АВ завдовжки 12 см позначені точки P і Q так, що AP = 7 см, 
PQ = 3 см. Визначте довжину відрізка QB.

	 	 б) Всередині кута ∠аb, що дорівнює 130°, проведено промені с і d так, що 
∠ас = 60°, ∠сd = 20°. Визначте величину кута ∠bd.

	 10.	 а) Промені ОВ і ОС проходять усередині кута АОD і ∠АОС = ∠DОВ. Обґрун-
туйте, що тоді ∠АОВ = ∠DОС.

	 	 б) Промені ОВ і ОС не проходять усередині кута АОD і ∠АОС = ∠DОВ. 
Обґрунтуйте, що тоді ∠АОВ = ∠DОС.

	 11•.	 а) На прямій послідовно позначені точки О, Р, А, В так, що ОР = 2 см, РА = 
= 6 см, ОВ = 14 см. Визначте відстань між серединами відрізків ОА і РВ. 

	 	 б) На прямій послідовно відкладені відрізки АВ, ВС і СD так, що АВ : ВС = 2 : 3, 
АD = 15 см, CD = 5 см. Визначте відстань між серединами відрізків АВ і СD. 

	 12•.	 а) Точки А, В, С лежать на одній прямій, і при цьому АВ = 10 см, ВС = 12 см. 
Яка із цих точок не може лежати між двома іншими?

	 	 б) Точки А, В, С лежать на одній прямій, і при цьому АВ = 8 см, ВС = 3 см. 
Яка із цих точок не може лежати між двома іншими?

	 13•.	 а) ОВ — бісектриса кута АОС, промінь ОD проходить між його сторонами. 
Відомо, що ∠АОD= 80°, ∠СОD = 20°. Визначте кут ВОD.

	 	 б) ОВ — бісектриса кута АОС, промінь ОD не проходить між його сторонами. 
Відомо, що ∠АОD= 140°, ∠СОD = 60°. Визначте кут ВОD.

	 14•.	 а) Промінь, проведений з вершини прямого кута, ділить цей кут на два менші 
кути. Обґрунтуйте, що кут між бісектрисами цих кутів дорівнює 45°.

	 	 б) Промінь, проведений з вершини кута О, ділить цей кут на два кути. Кут 
між бісектрисами утворених менших кутів дорівнює 45°. Обґрунтуйте, що кут 
О — прямий.
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Найважливішими формоутворюючими елементами у кодах Всесвіту, як уважав В. Кандинський, є 
прямі лінії і кола. Прямі ми детально вивчатимемо у цьому розділі, кола — в останньому розділі.



Розділ ІI Взаємне розміщення  
прямих на площині

		  Вступ

«Той, хто добре вивчив пряму, не матиме трудно-
щів з геометрією», — часто повторював своїм учням 
у знаменитій Політехнічній школі в Парижі відомий 
французький математик і громадський діяч Гаспар 
Монж (1746–1818).

На попередніх уроках ви розпочали ґрунтовне ви-
вчення прямої. Перші факти, з якими ви ознайоми-
лися, стосувалися саме цієї фігури. То були основні 
властивості про проведення прямої, про розміщення 
точок на прямій і про розміщення точок на площи-
ні відносно прямої. Отже, йшлося про властивості 
окремо взятої прямої. Наступним кроком має бути 
дослідження взаємного розміщення двох прямих. 
Цьому й присвячуватиметься цей розділ.

Однак перш, ніж безпосередньо перейти до розгля-
ду цих питань, нам потрібно зробити декілька вкрай 
важливих для подальшого зауважень. При цьому ми 
будемо посилатися і на той невеликий досвід вивчен-
ня геометрії, який ви вже маєте.

Пам’ятник Гаспару Монжу 
у містечку Боні (Бургун-

дія), в якому він народився. 
Відомий скульптор Фран-
суа Рюд увічнив великого 
ученого в образі професора 
Політехнічної школи під час 

лекції з геометрії.

Уроки 
8–10
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Про аксіоми, теореми і доведення у геометрії

На попередніх уроках ви не могли не помітити, 
що при виборі основних положень для фундаменту 
геометрії ми постійно вдавалися до певних логіч-
них обґрунтувань. Наприклад, важливість основних 
властивостей прямої пояснювали тим, що ці вла-
стивості могли б і не виконуватися, якби геометрія 
будувалася не для земного, а для якогось іншого 
світу, наприклад, для невеличкої кулястої планети 
Маленького Принца або для планети у формі бубли-
ка. Що ж до деяких наслідків, то ми виводили їх з ос-
новних положень винятково логічними міркуваннями, 
навіть якщо й без того вони начебто не викликали 
сумнівів. Наприклад, у §1 обґрунтовувалося, що дві 
прямі не можуть мати більше однієї спільної точки, 
а в §4 — що рівні відрізки можна сумістити.

У цьому — вся суть геометрії: геометрія — тео-
ретична наука, в якій усі факти виводяться логічним 
шляхом (за допомогою міркувань) з певного переліку 
основних положень. Ці основні положення назива-
ються ще аксіомами геометрії. У дослівному пере-
кладі з грецької слово «аксіома» означає «повага» 
«авторитет», а в математиці вживається у значенні 
незаперечної істини, підстави для логічних виведень.

Усі зазначені в попередньому розділі основні 
властивості найпростіших геометричних фігур є ак­
сіомами геометрії. Аби чіткіше уявляти собі цей 
фундамент геометрії, перелічимо їх тут ще раз.

І. Аксіома проведення прямої. Через будь-які дві 
точки можна провести пряму, і до того ж — 
тільки одну.

ІІ. Аксіома розміщення точок на прямій. Із трьох 
точок прямої одна, і тільки одна, лежить між 
двома іншими.

Усі доказові науки за­
стосовують аксіоми. Ак­
сіоми мають найвищий 
ступінь загальності, а то­
му є початком усього.

Аристотель (кі-
нець 4-го — по-
чаток 3-го ст. до 
н.  е) — один із 
найвидатніших 
учених-приро-

додослідників і філософів усіх 
часів.  Портрет-реконструкція 
з античного бюсту.
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ІІІ. Аксіома розміщення точок на площині віднос-
но прямої. Кожна пряма розбиває площину на дві 
півплощини, що мають спільну граничну пряму.

ІV. Аксіома вимірювання відрізків. При вибраній 
одиниці вимірювання кожний відрізок має пев­
ну довжину, що виражається додатним числом. 
Довжина відрізка дорівнює сумі довжин частин, 
на які він розбивається будь-якою своєю внутріш­
ньою точкою.

V. Аксіома відкладання відрізків. При вибраній 
одиниці вимірювання на будь-якому промені від 
його початку можна відкласти відрізок будь-якої 
заданої довжини, і притому — тільки один.

VI. Аксіома вимірювання кутів. Кожний кут має 
певну градусну міру, що виражається додатним 
числом. Розгорнутий кут дорівнює 180°. Градусна 
міра кута дорівнює сумі градусних мір кутів, на 
які він розбивається будь-яким променем, що про­
ходить між його сторонами.

VII. Аксіома відкладання кутів. Від будь-якого 
променя у задану півплощину можна відкласти 
кут із заданою градусною мірою, меншою від 180°, 
і притому — тільки один.

Це ще не повний перелік аксіом геометрії. Згодом 
буде уведено ще дві важливі аксіоми — аксіому про 
паралельні прямі (§9) і аксіому про рухомість 
трикутника (§14). Сукупність усіх аксіом геометрії 
називається її аксіоматикою.

Як засвідчила історія, виокремлення вичерпного 
і при тому не переобтяженого надмірною кількістю 
переліку аксіом — не така легка річ, як може здатися 
на перший погляд. Перший перелік аксіом геометрії 
запропонував давньогрецький учений Евклід ще у 
ІІІ ст. до н.е. Хоча цей перелік і був неповним, однак 
він прослужив науці аж до кінця ХІХ ст. У 1899 р. 
видатний німецький математик Давид Гільберт (1862–
1943) опублікував книгу «Основи геометрії», в якій 

Евклід

Д. Гільберт
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запропонував повний перелік із 20 аксіом геометрії. 
Аксіоматика Гільберта задовольняла найприскіпливіші 
вимоги учених, однак була занадто абстрактною і тому 
складною для початкового вивчення геометрії. Тому в 
шкільному навчанні ще тривалий час послуговувалися 
неповним переліком Евкліда.

Оригінальну аксіоматику геометрії на основі по-
няття руху запропонував на початку ХХ ст. професор 
Одеського університету Веніамін Федорович Каган 
(1869–1953), однак і цей варіант виявився складним 
для шкільних підручників.

Спеціально орієнтовану на школярів, модернізо-
вану аксіоматику геометрії запропонував на початку 
1930-х років американський математик Джордж 
Біркгоф (1884–1944). В її основу він поклав аксіоми 
вимірювання й відкладання відрізків та кутів, які 
ще називають аксіомами лінійки і транспортира. 
А унікальний синтез ідей Евкліда, Гільберта, Кагана 
і Біркгофа здійснив видатний геометр ХХ ст. Олек-
сій Васильович Погорєлов (1919–2002), який майже 
все життя працював у Харківському університеті та 
Харківському науково-дослідному інституті низьких 
температур. Аксіоматика Погорєлова була реалізо-
вана в його підручнику з геометрії, який з’явився на 
початку 1970-х років, а потім понад чверть століття 
служив нашій школі. Нині більшість вітчизняних спе-
ціалістів вважає цю аксіоматику найбільш придатною 
для шкільного навчання, і тому саме вона подається 
у цьому підручнику.

Після уведення аксіоматики подальший виклад 
геометрії відбувається шляхом послідовного виведен-
ня (частіше кажуть — доведення) логічних наслідків. 
Ці логічні наслідки називаються теоремами.

Слово «теорема» — грецьке. Воно походить від 
слова «теорео», що означає «уважно розглядаю», 
«придивляюся», і має той самий корінь, що й значно 
поширеніше тепер слово «теорія». 

А ще слово «теорема» має значення «вистава», яке 
близьке до сучасного «шоу». В античні часи у Греції 

Дж. Біркгоф

В.Ф. Каган

О.В. Погорєлов
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були поширені інтелектуальні розваги у формі публіч-
них диспутів, під час яких їхні учасники обстоювати 
(доводили) свої твердження або навіть цілі теорії. Ці 
міні-вистави, які зараз назвали б інтелектуальними  
«шоу», теж називалися «теоремами». 

Отже, стежачи за доведенням теореми на класній 
дошці або знайомлячись з ним за підручником, ви 
можете уявляти себе присутніми на інтелектуальному 
шоу і навіть брати у ньому участь. Сподіваємося, що 
такий погляд на теореми і їхнє доведення позбавить 
вас деякого остраху, який на початках можуть ви-
кликати ці слова.

Вас не повинно непокоїти й те, що в окремих 
теоремах, особливо на початках, будуть доводитися 
немовби «очевидні» речі, які нібито й без доведен-
ня видно з рисунка. Не піддавайтесь на цю оману! 
Скільки б ви не нарисували рисунків, ви все одно 
ніколи не вичерпаєте усіх можливих варіантів для 
розмірів та розміщення деталей (наприклад, ви не 
нарисуєте трикутник з кілометровими сторонами, 
а ми вже бачили на прикладі сфери, що відхилення 
від «очевидного» на ній проявляються якраз у вели-
ких масштабах). А тому ви ніколи не зможете лише 
з рисунка з певністю зробити загального висновку. 
Тільки правильне логічне міркування (доведення) 
з посиланням на аксіоми або на вже доведені раніше 
теореми може дати для цього підставу. Рисунок може 
лише допомогти у доведенні, наприклад, наштовх-
нути на правильні міркування, однак замінити його 
він не може.

Математичне доведен­
ня — це логіка, яка сприяє 
правильному формуванню 
розуму, розвиває його здіб­
ності, посилює їх настіль­
ки, що розум привчається 
мислити точно і завж­
ди відрізняти істину від 
хибності, навіть у речах 
нематематичних. Саме 
тому єгиптяни, перси і ла­
кедемоняни, як свідчать 
джерела, рідко вибирали 
собі правителя, який не 
був трохи обізнаним з ма­
тематикою, вважаючи, що 
необізнаний з математи­
кою зовсім не вміє мисли­
ти, а тому неспроможний 
правити й керувати.

Бенджамін 
Франклін (1706–
1780)  — видат- 
ний американсь
кий учений-фі-
зик, просвітитель 

і державний діяч, один із за-
сновників США. 
Портрет Франкліна перед 
бюстом Ньютона створив 
з натури англійський худож-
ник Девід Мартін у 1767  р. 
Експонується в Білому Домі 
у Вашингтоні.
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	 §5.	 Суміжні кути

При перетині двох прямих утворюється чотири 
нерозгорнутих кути (рис. 2.1). Взаємне розміщення 
прямих характеризують за допомогою цих кутів. Яких 
саме? — Це ми зрозуміємо після того, як уважніше 
придивимося до них. Для цього розглядатимемо їх 
парами. Одні пари кутів називаються суміжними, 
інші — вертикальними. Суміжні кути ми вивчатиме-
мо у цьому параграфі, вертикальні — в наступному.

Означення.
Два кути називаються суміжними, якщо вони 
мають одну спільну сторону, а дві інші їхні 
сторони є доповняльними променями.

Побудувати суміжні кути можна так. Візьмемо 
який-небудь кут ∠аb (рис. 2.2) і проведемо промінь 
а′, що є доповняльним до променя а. Кути ∠аb 
і ∠ba′ — суміжні: у них сторона b спільна, а сторони 
a і a′ є доповняльними променями.

Кут, суміжний з кутом ∠аb, дістанемо й тоді, якщо 
проведемо промінь b′, доповняльний до променя b 
(рис. 2.3).

Отже, для кожного кута ∠аb можна побудувати 
два суміжних з ним кути ∠ba′ і ∠аb′.

Теорема 
(про суму суміжних кутів). 

Сума суміжних кутів дорівнює 180°.

Доведення. Нехай кути ∠аb і ∠ba′ — суміжні, 
і в них сторона b — спільна, а сторони a і a′ є до-
повняльними променями (див. рис. 2.2). Тоді промінь 
b проходить між сторонами розгорнутого кута зі сто-
ронами а і a′. Відповідно до аксіоми про вимірювання 
кутів, сума кутів ∠аb і ∠ba′ дорівнює розгорнутому 

Ðèñ. 2.1

Ðèñ. 2.2

a�a

b

Ðèñ. 2.3

b�

a

b
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куту ∠аа′, тобто має градусну міру 180°. Теорему 
доведено.

Твердження, яке безпосередньо випливає з теоре-
ми, називається наслідком.

З теореми про суму суміжних кутів маємо такі 
наслідки.

Наслідок 1. 
Кут, суміжний з прямим кутом, є прямим.

Наслідок 2. 
Кут, суміжний з гострим кутом, — тупий, 
а кут, суміжний з тупим кутом, — гострий.

Справді, якщо кут ∠аb — прямий (рис. 2.4), то він 
дорівнює 90°. Тому суміжний з ним кут ∠bа′, за тео-
ремою про суму суміжних кутів, дорівнює 180° – 90°, 
тобто теж 90°. Отже, він є прямим.

Нехай тепер ∠аb — гострий (див. рис. 2.2). Це 
означає, що його градусна міра менша від 90°. У сумі 
зі своїм суміжним кутом ∠аb′ він дає 180°. Отже, 
цей суміжний кут має градусну міру, яка більша за 
90°, тобто є тупим. 

Випадок, коли ∠аb — тупий, розглядається 
аналогічно.

Розв’язуємо разом

Задача. 
Один із суміжних кутів на 60° менший від іншого. 
Визначити градусні міри цих кутів і накреслити їх.

Розв’язання. Позначимо через х градусну міру 
більшого із кутів. Тоді градусна міра меншого кута 
дорівнюватиме х – 60°. Оскільки сума суміжних кутів 
дорівнює 180°, то звідси маємо рівняння:

Ðèñ. 2.4

90�
a�a

b

90�

Для мене знайти дове­
дення математичної тео­
реми — дорожче, ніж заво­
ювати усе перське царство. 

Демокрит — ви-
датний давньо-
грецький мисли-
тель, засновник 
атомізму. Жив на 
межі 5-го і 4-го 
століть до н. е. 

Портрет «Демокрит, що смі-
ється» створив з уяви нідер-
ландський художник Хендрик 
Тербрюгген у 1628 р. 
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	 х + х – 60° = 180°.
Звідси 2х = 240°, а х = 120°. Отже, більший із 

кутів дорівнює 120°, а менший — 120° – 60°, тобто 
60°. На рис. 2.5 відображено побудову цих кутів за 
допомогою транспортира. 

Вправи і задачі

	77°. 	На кожному з рис. 2.6, а)–в) укажіть пари суміжних кутів.

	78°. 	Чи є кути 1, 2, зображені на рис. 2. 7, а)–г), суміжними?

	79°.	 Назвіть усі пари суміжних кутів, що утворюються 
прямими АВ і СD, які перетинаються в точці О 
(рис. 2.8).

	80°.	 Накресліть два нерівних суміжних кути так, щоб їхня 
спільна сторона проходила вздовж ліній у вашому 
зошиті. Укажіть два принципово різні варіанти.
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	81°.	 Знайдіть невідомий кут, якщо суміжний з ним дорівнює:
	 	 а) 67°;	 б) 138°;	 в) 90°;		  г) 45° 25′.
	82°.	 Чи можуть у парі суміжних кутів бути:
	 	 а) обидва кути гострими;
	 	 б) обидва кути тупими;
	 	 в) обидва кути прямими;
	 	 г) один кут гострий, а інший — прямий;
	 	 ґ) один кут тупий, а інший — прямий;
	 	 д) один кут тупий, а інший — гострий?
	83°.	 Чому при складанні аркуша паперу вдвоє, коли 

суміщаються краї, одержуються прямі кути?
	 84.	 При перетині двох прямих утворилися чотири кути 

(рис. 2.9). Визначте кути 2, 3 і 4, якщо кут ∠3 = 36°.
	 85.	 Чому дорівнює кут, якщо два суміжні з ним кути 

дають у сумі 100°?
	 86.	 Визначте величини суміжних кутів, якщо один із 

них на 80° більший за інший.
	 87.	 Визначте величини суміжних кутів, якщо один із 

них на 40° менший від іншого.
	 88.	 Визначте величини суміжних кутів, якщо один із 

них у 5 разів менший від іншого.
	 89.	 Визначте величини суміжних кутів, якщо вони відносяться, як 2 : 3.
	 90.	 Доведіть, що коли суміжні кути рівні, то вони — прямі.
	 91.	 Доведіть, що коли два прямі кути мають спільну сторону, то вони або сумі-

щаються, або є суміжними.
	 92.	 Доведіть, що коли кути рівні, то й суміжні з ними кути рівні.
	 93.	 Нехай ∠А і ∠В — одна пара суміжних кутів, а ∠С і ∠D — інша. Що можна 

стверджувати про величини кутів В і D, якщо ∠А < ∠C? Як це обґрунтувати?
	 94.	 Які з наведених нижче тверджень є істинними, а які — хибними:
	 	 1) для кожного кута можна побудувати не більше одного суміжного з ним кута;
	 	 2) якщо два кути суміжні, то один із них гострий, а інший — тупий;
	 	 3) якщо два кути суміжні, то один із них менший від іншого;
	 	 4) якщо сума двох кутів дорівнює 180°, то вони — суміжні;
	 	 5) якщо сума двох кутів дорівнює 180° і вони мають спільну сторону, то кути — 

суміжні;
	 	 6) якщо сума двох кутів не дорівнює 180°, то вони — не суміжні;
	 	 7) якщо два кути мають спільну сторону, то вони — суміжні;
	 	 8) якщо сторона одного з кутів є доповняльним променем до сторони іншого, 

то кути — суміжні? 
	 	 Проілюструйте ваші відповіді рисунками.
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	 95•.	 Один із суміжних кутів утричі більший за їхню різницю. Визначте ці кути.
	 96•.	 Один із суміжних кутів удвічі менший від їхньої різниці. Визначте ці кути.
	 97•.	 Бісектриса кута А утворює з його стороною кут, який удвічі більший за кут, 

суміжний з кутом А. Визначте кут А.
	 98•.	 Величини двох кутів відносяться, як 1 : 3, а величини суміжних з ними кутів — 

як 4 : 3. Визначте ці кути.
	 99•.	 Визначте величину кута, який утворюють бісектриси двох суміжних кутів.
	100•. 	Доведіть, що коли бісектриси двох кутів АОВ і ВОС утворюють прямий кут, 

то точки А, О, С лежать на одній прямій.

	 §6.	 Вертикальні кути

Означення.
Äâà êóòè називаються âåðòèêàëüíèìè, якщо 
ñòîðîíè одного з них º äîïîâíÿëüíèìè ïðî­
ìåíÿìè до сторін іншого.

При перетині двох прямих утворюється дві пари 
вертикальних кутів.

Справді, кожна із прямих точкою перетину ділить-
ся на два доповняльних промені. Нехай ці промені 
позначені а, а′ та b, b′ (рис. 2.10). Тоді кути ∠аb 
і ∠а′b′, а також ∠аb′ і ∠а′b — вертикальні.

Назва «вертикальні кути» утворена від латин-
ського слова «vertex», одним зі значень якого є 
«вершина». Отже, у цій назві відображається те, що 
вертикальні кути мають спільну вершину, а не те, 
що вони займають вертикальне, тобто прямовисне, 
положення. Раніше застосовувалася більш влучна 
назва — протилежні кути.

Теорема 
(ïðî âåðòèêаëüí³ êóòè).

Âåðòèêàëüí³ êóòè ð³âí³ ì³æ ñîáîþ.

Доведення. Íåõàé ìàºìî äâà âåðòèêàëüíèõ êóòè 
∠аb і ∠а′b′ (див. ðèñ. 2.10). Êîæåí ³ç íèõ є суміжним 
з êóòîì ∠аb′, а тому в сумі з цим кутом дає 180°:
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	 ∠аb + ∠аb′ = 180°;  ∠а′b′ + ∠аb′ = 180°.
Звідси

	 ∠аb = 180° – ∠аb′;  ∠а′b′ = 180° – ∠аb′.
Виходить, що градусні міри кутів ∠аb і ∠а′b′ рівні, 

а тому рівні й самі ці кути. Теорему доведено.

Перше доведення теореми про вертикальні кути 
давні історики приписують легендарному фундатору 
античної науки Фалесу Мілетському. Фалес жив 
у кінці VI - на початку V ст. до н. е. У ті часи ви-
мірювання кутів у градусах ще не було. Тому най
імовірніше, що Фалес доводив теорему про вертикаль-
ні кути тим, що обґрунтовував можливість суміщення 
одного з них із іншим шляхом повороту. 

Ñïðàâä³, ÿêùî уявити, що півплощину з граничною 
прямою b, яка містить сторону а першого з верти-
кальних кутів ∠аb і ∠а′b′ (див. рис. 2.10), повернули 
â³äíîñíî спільної вершини кутів так, щоб ця півплощина 
сумістилася з іншою півплощиною, то при цьому про-
мінь b суміститься з променем b′, а промінь а — з про-
менем а′. Отже, кут ∠аb ñóì³ñòèòüñÿ ç âåðòèêàëüíèì 
êóòîì ∠а′b′. А тому, мабуть робив звідси висновок 
Фалес, вертикальні êóòè ð³âí³ ì³æ ñîáîþ.

Цією давньою ідеєю з поворотом фігури для дове-
дення теорем ми ще скористаємося.

Вправи і задачі

	101°.	Назвіть пари вертикальних кутів, утворених при перетині прямих АВ і СD на 
рис. 2.11.

	102°.	Назвіть усі пари вертикальних кутів, які утворюються при перетині трьох 
прямих в одній точці на рис. 2.12.

	103°.	Чи є вертикальними кути, зображені на рис. 2.13?
	104°.	Накресліть за допомогою транспортира кут, що дорівнює 70°, а потім за до-

помогою лінійки проведіть прямі, які містять сторони цього кута. Скільки кутів 

Фалес. Фрагмент фрески 
на фасаді національного 
університету в Афінах
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утворилося при перетині цих прямих? Визначте їхні величини вимірюванням 
і за допомогою обчислення. Чи збігаються результати?

	105°.	Чи можуть вертикальні кути бути: а) прямими; б) тупими; в) один гострим, 
а інший — тупим?

	106°.	Чи істинне таке твердження: «Якщо два кути рівні, то вони — вертикальні»? 
Проілюструйте відповідь рисунком.

	107°.	Сума величин двох вертикальних кутів дорівнює 120°. Визначте величину 
кожного з них.

	108°.	Якими (гострими, прямими чи тупими) є вертикальні кути, якщо їхня сума: 
а) менша від 180°; б) більша за 180°; в) дорівнює 180°?

	109°.	Один із кутів, які утворюються при перетині двох прямих, дорівнює 30°. Чому 
дорівнюють інші кути?

	110.	 Один із кутів, утворених при перетині двох прямих ліній, є прямим. Якими 
можуть бути інші кути? Відповідь обґрунтуйте.

	111.	 Сума двох кутів, які утворилися при перетині двох прямих, дорівнює 130°. 
Доведіть, що ці кути — вертикальні.

	112.	 Один із кутів, які утворюються при перетині двох 
прямих, на 50° менший від іншого. Визначте ці кути.

	113.	 Один із кутів, утворених при перетині двох прямих, 
учетверо більший за інший. Визначте ці кути.

	114.	 Визначте величини кутів, утворених при перетині 
двох прямих, якщо: а) один із них на 20° більший 
за інший; б) один із кутів дорівнює половині іншого; 
в) сума величин двох кутів дорівнює 100°.

	115.	 Відомі два із кутів, утворених при перетині трьох 
прямих в одній точці (рис. 2.14). Визначте кути 1, 
2, 3, 4.

	116.	 Три прямі перетинаються в одній точці (рис. 2.15), 
Доведіть, що ∠1 + ∠2 + ∠3 = 180°.
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	117•.	 Сума двох кутів, що утворилися при перетині двох прямих, на 60° менша від 
суми двох інших. Визначте ці кути.

	118•.	 Сума вертикальних кутів удвічі більша за кут, суміжний з ними обома. Визна-
чте ці кути.

	119•.	 Визначте кути, які утворюються при перетині двох прямих, якщо сума трьох 
із них дорівнює 270°.

	120•.	 Один із кутів, що утворилися при перетині двох прямих, удвічі менший від 
суми решти трьох кутів. Визначте усі ці кути.

	121•.	 Доведіть, що бісектриси вертикальних кутів лежать на одній прямій.
	122•.	 Два рівні кути мають спільну вершину, а їхні бісектриси лежать на одній 

прямій. Доведіть, що ці кути — вертикальні.

Сторінки         історії     

Геометрія і... математика

Íàâ÷àëüíà äèñöèïë³íà, на уроках з якої ви у попе
редніх класах ознайомлювалися ç îêðåìèìè ãåîìåò
ðè÷íèìè ôàêòàìè, íàçèâàлаñÿ ìаòåìаòèêîþ. Îêð³ì 
ãåîìåòðè÷íèõ â³äîìîñòåé, íà óðîêàõ з ìàòåìàòèêè  
âèâ÷àлиñÿ ùå різні ÷èñëà òà îïåðàö³¿ ç íèìè, ñïîñîáè 
ñêëàäàííÿ òà ðîçâ’ÿçóâàííÿ ð³âíÿíü, à òàêîæ численні 
ïðèêëàäè çàñòîñóâàííÿ öèõ çíàíü äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ 
çàäà÷ ³ç ïðàêòè÷íèì çì³ñòîì.

Пî÷èíàþ÷è іç 7 êëàñó, ìàòåìàòèêà ðîçä³ëÿºòüñÿ 
íà äâ³ îêðåì³ ìàòåìàòè÷í³ äèñöèïë³íè — ãåîìåòð³þ 
й àëãåáðó (à â ñòàðø³é øêîë³ ç àëãåáðè âèîêðåìëяòüñÿ 
ùå ïî÷àòêè ìàòåìàòè÷íîãî àíàë³çó). Ïðîòå çâ’ÿçîê 
ì³æ îêðåìèìè ìàòåìàòè÷íèìè äèñöèïë³íàìè í³êîëè íå 
буде перериватися. Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ãåîìåòðè÷íèõ 
âåëè÷èí будуть çàñòîñîâóватися алгебраїчні ôîðìóëè 
й рівняння, а äëÿ àëãåáðà¿÷íèõ ôîðìóë ³ ð³âíÿíü бу-
дуватимуться ãåîìåòðè÷í³ ìîäåë³ ó âèãëÿä³ ãðàô³ê³â, 
ñõåì, ä³àãðàì, і це ñóòòºâî äîïîìàãàтиме при аналізі 
öèõ ôîðìóë і ïðè розв’язуванні ð³âíÿíü.

Ñëîâî «ìàòåìàòèêà» âèíèêëî у Äàâí³é Ãðåö³¿ 
ïðèáëèçíî ó V ñò. äî í. å. â ñåðåäîâèù³ ï³ôàãîð³éö³â — 
ïîñë³äîâíèê³â ëåãåíäàðíîãî Ï³ôàãîðà. Ïîõîäèòü 
âîíî â³ä ñëîâà «ìàòåìà», ùî îçíà÷àº «â÷åííÿ» àáî 

Ï³ôàãîð. Ñèìâîë³÷íèé 
ïîðòðåò. Ãðàâþðà íåâ³äîìîãî 

õóäîæíèêà XVI ñò.
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«çíàííÿ». Äàâí³ ãðåêè âèçíàâàëè чотири ìàòåìà: ïðî 
÷èñëà (àðèôìåòèêó), ïðî ô³ãóðè (ãåîìåòð³þ), ïðî 
ïðîïîðö³¿ у ïðèðîä³ òà ìèñòåöòâ³ (ãàðìîí³þ) та ïðî 
ôîðìè ñâ³òó (àñòðîíîì³þ). Íåîäì³ííîþ óìîâîþ 
приналежності певного знання äî ìàòåìàòèêè áóëî 
âèâåäåííÿ його øëÿõîì ëîã³÷íîãî ì³ðêóâàííÿ, òîáòî 
çà äîïîìîãîþ ìèñëåííÿ. Õàðàêòåðíî, ùî ³íø³ íàóêè, 
íàïðèêëàä, ô³çèêó, ãåîãðàô³þ, ³ñòîð³þ ó Äàâí³é Ãðåö³¿ 
íå ò³ëüêè íå â³äíîñèëè äî «ìàòåìà», à é óçàãàë³ íå 
ââàæàëè âàðòèìè óâàãè ñïðàâæí³õ ó÷åíèõ (ô³ëîñîô³â). 
Уâàæàëîñÿ, ùî ò³ëüêè ìàòåìàòèêà ìàº òâåðä³ îñíîâè, 
îñê³ëüêè âîíè çäîáóò³ ðîçóìîì, òîáòî íàéâèùîþ 
ñóáñòàíö³ºþ, à íå îðãàíàìè â³ä÷óòòÿ, ÿê³ ÷àñòî 
ñïîíóêàþòü ëþäèíó ïîìèëÿòèñÿ.

Ïåðø³ ï³ôàãîð³éö³ òðèìàëè ìàòåìàòè÷í³ çíàííÿ 
у ñóâîð³é òàºìíèö³ â³ä íåïîñâÿ÷åíèõ і передавали їх 
«на віру», без належного обґрунтування. ×åðåç òå 
¿õ íàçèâàëè аêóñìаòèêаìè (â³ä ñëîâà «àêóñìà» — 
«çâóê», «ñâÿùåííèé âèñë³â»). Для збереження òàºìíèö³ 
ïåðåäà÷à çíàííÿ â³ä ó÷èòåëÿ äî ó÷í³â â³äáóâàëàñü ëèøå 
â óñí³é ôîðì³. Ïðîòå çãîäîì ãîðó âçÿëè ìаòåìаòèêè, 
ÿê³ ââàæàëè, ùî ñïðàâæí³ çíàííÿ ìîæóòü ³ ïîâèíí³ 
áóòè äîñòóïí³ вñ³ì і їх потрібно обґрунтовувати.

Â åïîõó ñåðåäíüîâ³÷÷ÿ äàâíüîãðåöüêå ñëîâî ìаòå­
ìаòèêа âæèâàëîñÿ ð³äêî, à наука, яку ми çàðàç нази-
ваємо ìàòåìàòèêою, ділилася на аðèôìåòèêу (науку 
про числа) òà ãåîìåòð³þ (науку про фігури). Навчальні 
дисципліни з такими назвами вивчалися лише на дру-

Франческо ді Стефано (бл. 1422–1457). Сім вільних мистецтв. 
Зверху — фрагменти картини із зображеннями музи Геометрії та Евкліда
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гому ступені освіти —так званому квадрівіумі. На 
квадрівіум можна було перейти лише після успішного 
проходження початкового рівня, який називався трі­
віумом і включав три навчальні предмети: граматику, 
логіку і риторику (красномовство). Квадрівіум, як про 
це свідчить його назва, включав чотири предмети: 
окрім арифметики й геометрії — ще астрономію та 
музику (гармонію).

Усі сім предметів трівіума і квадрівіума шанобливо 
називали вільними мистецтвами — у тому сенсі, 
що вони звільняють людину від виснажливої фізичної 
праці. В епоху Відродження художники й графіки 
присвятили їм чимало творів, зображаючи їх прекрас-
ними музами на зразок дев’ятьох античних муз, які 
вважалися покровительками образотворчих мистецтв.

Мартен де Вос (1532–1603). Алегорія семи вільних мистецтв, 1590 р.
Муза Геометрії — на передньому плані ліворуч. В руках у неї циркуль, за допомогою якого вона 

проводить вимірювання на земному глобусі; біля ніг лежать лінійка й косинець. Поруч з Геометрією — 
Арифметика, зайнята обчисленнями на дощечці; біля неї книга з написом «ПІФАГОР».  
У центрі біля небесного глобуса — муза Астрономії; біля її ніг — сонячний годинник.

Åòüºí Äåëîí 
(1518–áë. 1583)  

Ãåîìåòð³ÿ (Гравюра)
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Ó XVI–XVII ñò., êîëè ªâðîïà îçíàéîìèëàñÿ ³ç 
çäîáóòêàìè ñåðåäíüîâ³÷íî¿ àðàáñüêî¿ íàóêè, ç’ÿâèëàñÿ 
аëãåáðа. Àðàáñüêîþ áóëà íå ëèøå íàçâà ö³º¿ íàóêè, 
а й çì³ñò — ðîçâ’ÿçóâàííÿ ð³âíÿíü. Цèì àíòè÷í³ 
ìàòåìàòèêè ìàéæå íå çàéìàëèñÿ. Ïåâíèé ÷àñ ç àðàáñü
êèì òåðì³íîì «àëãåáðà» êîíêóðóâàâ ëàòèíñüêèé òåðì³í 
«àíàë³ç», ùî ìàâ òîé ñàìèé çì³ñò. Однак ï³çí³øå 
àíàë³çîì íàçâàëè â³äãàëóæåííÿ àëãåáðè, ÿêå âèíèêëî 
ó çâ’ÿçêó з ïîíÿòòÿм ôóíêö³¿.

Òåðì³í «ìàòåìàòèêà» äëÿ ñóêóïíî¿ íàçâè àðèôìåòèêè, 
ãåîìåòð³¿, àëãåáðè òà àíàë³çó ïî÷àëè ñèñòåìàòè÷íî 
çàñòîñîâóâàòè ó XVIII ñò. Ïðîòå ùå ó ïåðø³é ïîëîâèí³ 
XIX ñò. кîæíîãî визначного ìàòåìàòèêà шанобли-
во íàçèâàëè ãåîìåòðîì, íàâ³òü ÿêùî â³í ïðîâîäèâ 
äîñë³äæåííÿ â ³íøій галузі ìàòåìàòèêè. 

Íåçâàæàþ÷è íà î÷åâèäí³ â³äì³ííîñò³, ð³çí³ ìàòåìà
òè÷í³ äèñöèïë³íè ìàþòü îäíó ñóòòºâó ñï³ëüíó ðèñó, 
ÿêà ñïîð³äíþº ¿õ ì³æ ñîáîþ й âèð³çíÿº ç-ïîì³æ ³íøèõ 
íàóê. Óñ³ ïîíÿòòÿ, ÿê³ âèâ÷àþòüñÿ у ìàòåìàòè÷íèõ 
íàóêàõ, — ÷èñëà, ô³ãóðè, ôîðìóëè, ôóíêö³¿ òîùî, 
º ìèñëåííºâèìè îáðàçàìè ³ òîìó ìîæóòü ðîçãëÿäàòèñÿ 
é àíàë³çóâàòèñÿ îêðåìî â³ä áóäü-ÿêèõ ìàòåð³àëüíèõ 
íîñ³¿â. Ï³ñëÿ òîãî, ÿê уñòàíîâëåí³ îñíîâí³ âëàñòèâîñò³ 
öèõ ìèñëåííºâèõ îáðàç³â (у ãåîìåòð³¿ ö³ âëàñòèâîñò³ 
íàçèâàþòüñÿ àêñ³îìàìè, â àëãåáð³ — ïðàâèëàìè, 
çàêîíàìè, формулами), óñ³ ³íø³ âëàñòèâîñò³ âèâîäÿòüñÿ 
іç íèõ óæå ñóòî ëîã³÷íèì øëÿõîì.

Ангели, що вивчають ма-
тематику. Деталь розпису 

стелі у залі Живопису  
в колишньому королівсько-

му морському коледжі  
у Гринвічі (Англія, кінець 
XVII ст.). У книзі видно 

слово Newton.

П’єр Леґросс Молодший 
(1666–1719). 

Геометрія (Париж, Лувр).

Корнеліс Корт (1533–1578).  
Геометрія (гравюра). Іç ñåð³¿ «Вільні мистецтва»
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	 §7.	 Кут між прямими. Перпендикулярні прямі

Підведемо підсумок проведеного у попередніх двох 
параграфах вивчення властивостей кутів, що утворю-
ються при перетині двох прямих. Усього при цьому 
утворюється чотири кути зі спільною вершиною, сто-
рони яких належать різним прямим (рис. 2.16) (ми 
не беремо до уваги ще два розгорнуті кути, сторони 
яких належать одній прямій). Ці чотири кути розпа-
даються на дві пари вертикальних кутів, які рівні між 
собою. Будь-які два кути з різних пар є суміжними, 
а тому їхня сума дорівнює 180°. Отже, якщо один із 
суміжних кутів гострий, то інший — тупий, а якщо 
один із них прямий, то інший теж прямий (і тоді всі 
чотири кути є прямими).

На підставі цього приймається таке означення. 

Означення. 
Кутом між двома прямими, що перетинаються, 
називається величина гострого або прямого 
кута, утвореного при перетині цих прямих.

Звернімо увагу, що, на відміну від кута, утворе-
ного променями, який є фігурою і має градусну міру 
в межах від 0° до 180°, кут між прямими — це лише 
величина і вона не перевищує 90°.

Кут між прямими а і b позначається так: ∠аb. 
Наприклад, у випадку, зображеному на рис. 2.17, 
∠аb = 60°, а у випадку, зображеному на рис. 2.18, 
∠аb = 90°.

Означення. 
Якщо кут між прямими дорівнює 90°, то такі 
прямі називаються перпендикулярними (або 
взаємно перпендикулярними).

Кажуть також, що перпендикулярні прямі перети-
наються під прямим кутом.

Ðèñ. 2.16

Ðèñ. 2.17

120�

120�
60�60�

a

b

Ðèñ. 2.18

90�

a

b

90�

90�90�

Уроки 
13–15
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На рис. 2.18 зображені перпендикулярні прямі а 
і b.

Перпендикулярність прямих позначають за допо-
могою знака ^. Наприклад: а ^ b, АВ ^ СD тощо.

На рис. 2.19 і 2.20 відображені способи креслення 
перпендикулярних прямих за допомогою косинця. 
На першому з них пряма b, що перпендикулярна до 
заданої прямої а, проведена через точку А цієї пря-
мої. На другому — пряма b, що перпендикулярна 
до заданої прямої а, проведена через точку А, яка 
лежить поза прямою а.

Чи може інша побудова, наприклад, за допомогою 
транспортира, дати інші перпендикулярні прямі? — 
Ні, не може, і це можна довести.

Теорема 
(про єдиність перпендикулярної прямої). 

Через будь-яку точку можна провести лише 
одну пряму, перпендикулярну до даної прямої.

Довед ення .  Припустимо, що через точку А, 
розміщену на прямій а, можна провести дві прямі b 
і с, перпендикулярні до прямої а (рис. 2.21). Нехай 
буквами b і с позначені і промені цих прямих, що 
лежать в одній із півплощин з граничною прямою а. 
Тоді у цій півплощині матимемо два рівних (прямих) 
кути ∠аb і ∠ас, відкладених від однієї півпрямої AX 
(X — якась точка прямої a, що не збігається з точкою 
А). Оскільки, за аксіомою про відкладення кутів, таке 
неможливо, то зроблене припущення хибне. Тому 
через точку А можна провести лише одну пряму, 
перпендикулярну до прямої а.

Припустимо тепер, що через точку А, розміще-
ну поза прямою а, можна провести дві прямі b і с, 
перпендикулярні до прямої а (рис. 2.22). Нехай В 
і С — точки перетину цих прямих із прямою а.

Уявімо собі, що ту півплощину з граничною пря-
мою а, в якій розміщена точка А, повернуто відносно 

Ðèñ. 2.19

aA

b

b

aA

Ðèñ. 2.20

a

A

b

b

a

A

Ðèñ. 2.21

b

a

c

A X
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середини О відрізка ВС до суміщення з іншою пів
площиною. При цьому точка В переміститься у точ-
ку С, точка С — у точку В, прямий кут АВС — на 
рівний йому прямий кут А′СВ, а прямий кут АСВ — 
на рівний йому прямий кут А′ВС. 

Із того, що кути АВС і А′ВС — прямі, випливає, 
що кут АВА′ — розгорнутий, тобто, що точки А, В, 
А′ лежать на одній прямій. Те ж саме стосується 
й точок А, С, А′. Виходить, що через точки А і А′ 
проходять дві прямі. Ці прямі не можуть збігатися, 
оскільки пряма а перетинає їх у різних точках В і С. 
Дістали суперечність з аксіомою про проведення пря-
мої, за якою через дві точки А і А′ можна провести 
лише одну пряму. Із цього можна зробити лише один 
висновок: а саме, той, що зроблене припущення про 
існування двох перпендикулярних прямих b і с до 
прямої а — хибне. Теорему доведено.

Цікаво зауважити, що, на відміну від перпенди-
кулярної прямої, через будь-яку точку А можна про-
вести дві прямі b і с, які перетинають задану пряму 
а під заданим кутом, який не є прямим (рис. 2.23, 
а–б) (порівняй з рис. 2.19 і 2.20).

Інколи доводиться вести мову про перпендикуляр-
ність не тільки прямих, а й частин прямих — відріз-
ків і променів.

Означення. 
Відрізки або промені називаються перпен­
дикулярними (кажуть також взаємно перпен­
дикулярними), якщо вони лежать на перпен­
дикулярних прямих. Відрізки або промені 
називаються перпендикулярними до прямої, 
якщо вони лежать на прямих, які перпенди­
кулярні до цієї прямої.

Ðèñ. 2. 22
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Для короткого запису перпендикулярності відріз-
ків і променів застосовується той самий знак ^, що 
й для прямих.

На рис. 2.24 зображені характерні випадки вза-
ємного розміщення перпендикулярних відрізків, а на 
рис. 2.25 — характерні випадки взаємного розміщен-
ня відрізків, перпендикулярних до прямої.

Означення. 
Відрізок, який перпендикулярний до прямої 
і при цьому один з його кінців належить пря­
мій, називається перпендикуляром до цієї пря­
мої. Спільна точка прямої і перпендикуляра 
до неї називається основою перпендикуляра.

Аналогічно означається поняття перпендикуляра 
до променя і до іншого відрізка.

На рис. 2.25, в) зображений перпендикуляр до 
прямої, а на рис. 2.24, в–г) — перпендикуляри до 
відрізків.

Терміни «перпендикулярний», «ïåðïåíäèêóëÿð» 
óòâîðåíі â³ä ëàòèíñüêîãî ñëîâà perpendicularis, ùî 
îçíà÷àº «ïðÿìîâèñíèé». Ïðÿìîâèñíà ë³í³ÿ óòâîðþº 

a)

Ðèñ. 2.24

á) â) ã)

a)

Ðèñ. 2.25

á) â)
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ïðяì³ êóòè ç áóäü-ÿêîþ ãîðèçîíòàëüíîþ ïðÿìîþ 
(ðèñ. 2.26). Öå é ñòàëî ï³äñòàâîþ äëÿ òîãî, àáè áóäü-
ÿê³ ïðÿì³ ÷è â³äð³çêè, ÿê³ óòâîðþþòü ïðÿìèé êóò, 
íàçèâàòè ïåðïåíäèêóëÿðíèìè. Ó çâ’ÿçêó іç öèì ÷àñòî 
çàì³ñòü âèðàçó «ïðîâåñòè ïåðïåíäèêóëÿð іç òî÷êè äî 
ïðÿìî¿» êàæóòü: «îïóñòèòè ïåðïåíäèêóëÿð іç òî÷êè 
íà ïðÿìó» àáî «ïîñòàâèòè ïåðïåíäèêóëÿð äî ïðÿìî¿ 
у певній òî÷ö³» на ній, — íàâ³òü òîä³, êîëè ïðÿìà íå 
çàéìàº ãîðèçîíòàëüíîãî ïîëîæåííÿ (ðèñ. 2.27).

З використанням поняття перпендикуляра уво-
диться поняття відстані від точки до прямої.

Означення. 
Відстанню від точки до прямої називається 
довжина перпендикуляра, опущеного із цієї 
точки на пряму.

Підставою саме для такого означення є те, що 
перпендикуляр MN до прямої a є найкоротшим з усіх 
відрізків MX, які сполучають точку A з точками X 
прямої a (рис. 2.28). Поки що у нас немає достатнього 
теоретичного фундаменту, аби довести це тверджен-
ня. Ми доведемо його у наступному розділі.

Розв’язуємо разом

Задача. 
Визначити кут між двома прямими, якщо сума 
трьох кутів, утворених при їхньому перетині, 
дорівнює 300°.

Розв’язання. Як би ми не вибирали три із чоти
рьох кутів, утворених двома прямими, що перетина-
ються (рис. 2.29), два із них завжди будуть суміж-
ними, а отже, в сумі дадуть 180°. Тоді на третій кут, 
за умовою цієї задачі, припадатиме 
	 300° – 180° = 120°.

Ðèñ. 2.26

Ðèñ. 2. 72

Ðèñ. 2.28
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Це — тупий кут, а кут між двома прямими дорівнює 
величині гострого або прямого кута. Тому в цьому разі 
шуканий кут між прямими дорівнює 180° – 120° = 60°.

Відповідь. 60°.

Вправи і задачі

	123°.	 Позначте точку і за допомогою лінійки проведіть через неї дві довільні прямі. 
Потім за допомогою транспортира визначте кут між цими прямими.

	124°.	 Накресліть за допомогою лінійки і транспортира дві прямі, кут між якими дорів-
нює: а) 30°;  б) 60°;  в) 90°.

	125°.	 Один із кутів, що утворюється при перетині двох прямих, дорівнює 140°. Чому 
дорівнює кут між цими прямими?

	126°.	 Жоден із кутів, утворених при перетині двох прямих, не є гострим. Чому дорівнює 
кут між цими прямими?

	127°.	 Перерисуйте в зошит зображення точки Р і прямої m, подані на рис. 2.30. Про-
ведіть у кожному випадку за допомогою косинця перпендикуляр із точки Р на 
пряму m. За допомогою лінійки у кожному випадку визначте відстань від точки 
Р до прямої т.

	128°.	 Проведіть пряму і за допомогою лінійки та косинця позначте дві які-небудь точки 
А і В, що знаходяться від прямої на відстанях відповідно 3 см і 2 см.

	129°.	 Зобразіть за допомогою лінійки і косинця усі характерні випадки взаємного роз-
міщення відрізка і променя, що є взаємно перпендикулярними.

	130°.	 Зобразіть за допомогою лінійки і косинця усі характерні випадки взаємного 
розміщення двох променів, а також променя і прямої, які є взаємно перпенди-
кулярними.

	131.	 Визначте кут між двома прямими, якщо:
	 	 1) сума двох кутів, що утворилися при їхньому перетині, дорівнює 100°;
	 	 2) сума двох кутів, що утворилися при їхньому перетині, дорівнює 200°;
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	 	 3) сума трьох кутів, що утворилися при їхньому перетині, дорівнює 250°;
	 	 4) сума трьох кутів, що утворилися при їхньому перетині, дорівнює 350°.
	132.	 Визначте кут між двома прямими, якщо один із кутів, що утворилися при 

їхньому перетині, удвічі менший від іншого.
	133.	 Визначте кут між двома прямими, якщо різниця двох кутів, що утворилися 

при їхньому перетині, дорівнює 70°.
	134.	 Визначте кут між двома прямими, якщо сума двох 

кутів, що утворилися при їхньому перетині, учетве-
ро менша від суми двох інших.

	135.	 Визначте кут між двома прямими, якщо сума двох 
кутів, що утворилися при їхньому перетині, більша 
за суму двох інших на 140°.

	136.	 На рис. 2.31 відображений спосіб перевірки за допо-
могою лінійки, чи є прямим найбільший кут у косинця 
(пунктиром зображене попереднє положення косин-
ця). На якій геометричній властивості ґрунтується цей 
спосіб?

	137.	 На рис. 2.32 відображений спосіб перевірки за до-
помогою столярного кутника правильності обробки 
бруса. Як би ви пояснили цей спосіб? На якій геоме-
тричній властивості він ґрунтується?

	138.	 На рис. 2.33 відображений спосіб провішування пер-
пендикулярних прямих на місцевості за допомогою 
екера (у перекладі з французької мови це слово 
(equerre) означає «кутник»). У найпростішому варіанті 
екер складається із хрестовини, що кріпиться на ніжці; 
на кінцях хрестовини вбиті штирки для візування. Як 
би ви пояснили спосіб використання екера?
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	139.	 Три прямі АВ, СD і КМ перетинаються в точці О і при 
цьому АВ ^ СD, ∠КОВ = 30° (рис. 2.34). Визначте 
кути DОМ і КОD.

	140.	 На рис. 2.35 СО ^ АВ, DО ^ ОF. Доведіть, що тоді 
∠DОС = ∠FОВ.

	141•.	 Визначте кут між прямими, якщо один із кутів, що 
утворився при їхньому перетині, у вісім разів мен-
ший від суми трьох решти кутів.

	142•.	 На рис. 2.35 ∠АОВ = 180°, ∠DОС = ∠FОВ, ∠АОD = 
= ∠COF. Доведіть, що тоді СО ^ АВ, DО ^ ОF. 

	143•.	 Три прямі АВ, СD, КМ перетинаються в точці О 
(див. рис. 2.34) і при цьому ∠КОА = 125°, ∠СОМ = 
= 145°. Доведіть, що тоді АВ ^ СD.

	144•.	 Якого найбільшого і найменшого значення може 
набувати сума трьох із чотирьох кутів, утворених 
при перетині двох прямих?

	145•.	 Через одну точку проведено чотири прямі. Скільки 
серед них може бути взаємно перпендикулярних?

	 §8.	 Паралельні прямі. Ознаки паралельності прямих

Ви вже знаєте, що прямі на площині можуть пере-
тинатися, а можуть і не перетинатися (цим площина 
суттєво відрізняється від сфери, де будь-які прямі 
завжди перетинаються). Прямі, які не перетинають-
ся, називаються паралельними.

Для запису паралельності прямих застосовуєть-
ся знак ||. Вперше його увів англійський математик 
Вільям Отред (1575–1660). Наприклад, запис а || b 
читається так: «пряма а паралельна прямій b». 

Дуже легко накреслити прямі, що перетинаються: 
одну пряму (позначимо її через а) проводимо довільно, 
потім беремо на ній якусь точку А, а поза нею яку-не-
будь точку В і через точки А і В проводимо шукану 
пряму  b (рис.  2.36). Прямі а і b перетинатимуться 
в точці А.  Використовуючи транспортир, пряму b 
можна провести навіть під заданим кутом до прямої а 
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